Раздел 1 Теория вероятностей

Тема 1.1  Основные понятия теории вероятностей

1.1.1 Стохастический эксперимент.
1.1.2 Случайные явления и случайные события.

1.1.3 Некоторые классические модели. 
Возникновение теории вероятностей относят к XVII веку и связывают с решением комбинаторных задач теории азартных игр и потребностями страхового дела. Азартные игры и страхование являются классическими примерами вероятностных экспериментов. Именно азартные игры дали стимул для построения математических моделей игровых ситуаций. Эти модели предоставляли возможность игроку ориентироваться в ходе игры, делать расчет ставок, оценивать шансы выигрыша, а также позволяли планировать расходы и доходы страховых компаний и т.д.

Эти модели начали разрабатывать в XVII веке Б.Паскаль, П.Ферма, Х.Гюйгенс. Основы классической теории вероятностей, которые сохранились и в настоящее время, были сформулированы в XVIII веке в работах Я.Бернулли, А.Муавра, П.Лапласа, С.Пуассона, К.Гаусса.

В 1933 г А.Н.Колмогоров опубликовал «Основные понятия теории вероятностей», в которой дал аксиоматическое построение теории вероятностей, основанной на теории множеств. Такое построение теории вероятностей сделало ее строгой математической наукой. 

В это же время выделяется новая дисциплина—математическая статистика, которая имеет в настоящее время огромное прикладное значение. Она применяется в экономике, технике, социологии, физике и т.д. От ТВ отделились новые математические дисциплины: теория случайных процессов, теория массового обслуживания, теория планирования экспериментов. Сейчас они бурно развиваются. 

1.1.1 Стохастический эксперимент.
Вероятностный эксперимент. Предмет и задачи теории вероятностей.

Результаты любого эксперимента в той или иной степени зависят от комплекса условий S, при которых данный эксперимент производится. Эти условия либо объективно существуют, либо создаются искусственно (т.е. производится планирование эксперимента).

По степени зависимости результатов эксперимента от условий, при которых он производился, все эксперименты можно разделить на два класса: детерминированные и вероятностные. 

· Детерминированные эксперименты - это эксперименты, результаты которых можно предвидеть заранее на основании естественнонаучных законов исходя из данного комплекса условий S.

Примером детерминированного эксперимента является определение ускорения, получаемого телом массы m под воздействием силы F, т.е.. Искомая величина однозначно определяется комплексом условий эксперимента (т.е. 
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массой тела m и силой F). 

Детерминированными являются, например, все процессы, основанные на использовании законов классической механики, согласно которым движение тела однозначно определяется заданными начальными условиями и силами, действующими на тело.

· Вероятностные эксперименты (стохастические или случайные) — эксперименты, которые можно повторять произвольное число раз при соблюдении одних и тех же стабильных условий, но, в отличие от детерминированного, исход вероятностного эксперимента неоднозначен, случаен. Т.е. нельзя заранее на основании комплекса условий S предвидеть результат вероятностного эксперимента. Однако, если вероятностный эксперимент повторять многократно при одних и тех же условиях, то совокупность исходов таких экспериментов подчиняется определенным закономерностям. Изучением этих закономерностей (а точнее их математических моделей) и занимается теория вероятностей. Приведем несколько примеров вероятностных экспериментов, которые в дальнейшем будем называть просто экспериментами.

Пример 1    

Пусть эксперимент заключается в однократном подбрасывании симметричной монеты. Этот эксперимент может закончиться одним из исключающих друг друга исходов: выпадение герба или решетки (решки). Если точно знать начальные скорости поступательного и вращательного движения и начальное положение монеты в момент броска, то можно предвидеть результат этого эксперимента по законам классической механики. Т.е. он был бы детерминированным. Однако исходные данные эксперимента не могут быть зафиксированными и постоянно изменяются. Поэтому говорят, что результат эксперимента неоднозначен, случаен. Тем не менее, если будем подбрасывать одну и ту же симметричную монету многократно по достаточно длинной траектории, т.е. по возможности сохраним стабильными некоторые условия эксперимента, то совокупное число его исходов подчиняется определенным закономерностям: относительная частота выпадения герба 
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, частоте выпадение бросков (n—число бросков, m1—число выпадений герба, m2—решки).

Пример 2
Предположим, что мы заполняем карточку спортлото. До проведения тиража выигрышей невозможно предсказать, сколько номеров будет правильно угадано. Однако опыт проведения тиража спортлото говорит о том, что средний процент игроков, угадавших m (1≤m≤6) номеров, колеблется около некоторой постоянной величины. Эти «закономерности» (средний процент правильного угадывания данного количества номеров) используются для расчета фондов выигрыша.

Вероятностные эксперименты имеют следующие общие черты: непредвиденность результата; наличие определенных количественных закономерностей при их многократном повторении при одинаковых условиях; множество возможных исходов.

· Предметом теории вероятностей является количественный и качественный анализ математических моделей вероятностных экспериментов, называемый статической обработкой экспериментальных данных.

· Теория вероятностей — наука, занимающаяся анализом математических моделей для принятия решений в условиях неопределенности. 

1.1.2 Случайные явления и случайные события

 События и операции над ними. 

Относительные частоты и их свойства

Первичным понятием теории вероятностей, неопределяемым через другие понятия, является пространство элементарных исходов Ω. Обычно в качестве пространства элементарных исходов берутся единственно возможные неразложимые результаты эксперимента.


Примеры.
1. Предположим, что бросается симметричная монета. Тогда 
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 (герб и решка).

2. Игральная кость 
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3. Бросаются две монеты 
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4. Бросаются две игральных кости 
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6

,

5

,

4

,

3

,

2

,

1

{

},

6

,

5

,

4

,

3

,

2

,

1

{

|

)

,

{(

Î

Î

=

W

j

i

j

i

. Число элементарных исходов 36.

5. На [AB] числовой оси w бросается наудачу точка. 
[image: image7.wmf]]
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6. На [AB] бросаются две точки 
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Определение. Событием называется произвольное подмножество А пространства элементарных исходов Ω. Те элементарные исходы, из которых состоит событие А, называются благоприятствующими событию А.


Говорят, что событие А произошло, если в результате  эксперимента происходит элементарный исход w
[image: image11.wmf]Î

A, т.е. благоприятствующий событию А.


Рассмотрим пример 2. 
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–событие, состоящее в выпадении нечетного числа очков; 
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–событие, состоящее в выпадении четного числа очков.

· Все пространство элементарных исходов Ω, если взять в качестве события, называют достоверным событием, поскольку оно происходит в любом эксперименте (всегда).

· Пустое множество 
[image: image15.wmf]Æ

 (т.е. множество, которое не содержит ни одного элементарного исхода) называется невозможным событием, поскольку оно никогда не происходит.

Все остальные события, кроме Ω и 
[image: image16.wmf]Æ

, называются случайными.
1.1.3 Некоторые классические модели
Операции над событиями.

0.1 Суммой событий А и В называется объединение этих множеств А
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[image: image20.wmf]B
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–событие, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит хотя бы одно из событий А или В.

0.2 Произведением событий А и В называется пересечение множеств А и В, т.е. А
[image: image21.wmf]U

В. Обозначается как АВ.

АВ–событие, когда А и В происходят одновременно.
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0.3 Разностью событий А и В называется разность множеств А\В.

А\В–событие, которое происходит <=>, когда происходит А и не происходит В.


[image: image24.wmf]A

w

B

A

w

Î

<=>

Î

\

 и 
[image: image25.wmf]B

w

Ï

.

· События А и В называются несовместимыми, если 
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. Если А и В несовместимы, то будем обозначать 
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· Говорят, что событие А влечет событие В, если А является подмножеством В, т.е. 
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 (когда происходит А, происходит В).
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· Событие 
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 называется противоположным к событию А.

Пример 2. 
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[image: image32.wmf]__
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 происходит тогда, когда А не происходит.

· Говорят, что события Н1,Н2,…,Нn образуют полную группу, если Н1+Н2+…+Нn=Ω (т.е. Н1, Н2, Нn–несовместимы, т.е. Нi Нj=
[image: image33.wmf]Æ

, если i≠j).

Например, А и 
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 образуют полную группу: 
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Предположим, что производится некоторый случайный эксперимент, результат которого описывается пространством Ω. Произведем N экспериментов. Пусть А—некоторое событие (
[image: image36.wmf]W
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), N(A)—число тех экспериментов, в которых произошло событие А.


Тогда число 
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 называется относительной частотой события А.

Свойства относительных частот.

Свойство 1. Относительная частота произвольного события А. 
[image: image38.wmf].
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Свойство 2. Относительная частота достоверного события равна 1. 
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Свойство 3. (Аддитивность) Относительная частота суммы несовместимых событий 
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ТЕМА1.2  Аксиоматическое определение вероятности

1.2.1 Вероятностная модель эксперимента

1.2.2 Произведение событий

1.2.3 Сумма событий

1.2.4 Алгебра событий
1.2.1 Вероятностная модель эксперимента

Пусть Ω—пространство  элементарных исходов. Предположим, что F—некоторый класс подмножеств Ω.

· Событие—это подмножество Ω, принадлежащее классу F. Любому 
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 ставится в соответствие действительное число P(A), называемое вероятностью А, так что при этом выполняется аксиомы:
Аксиома 1. 
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Аксиома 2. 
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, т.е. вероятность достоверного события равна 1.

Аксиома 3.  (счетной аддитивности) Если 
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 (для несовместимых событий).

 Дискретные пространства элементарных  исходов.

Классическое определение вероятности.

· Бесконечное множество называется счетным, если элементы этого множества можно занумеровать числами натурального ряда (натуральными числами). 

Все другие бесконечные множества называются несчетными. Примером несчетного множества может служить [а,b], счетного N. 

· Пространство элементарных исходов называется дискретным, если оно конечно или счетно, т.е. 
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Любому элементарному исходу 
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 ставится в соответствие число 
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· Вероятностью события А называется число 
[image: image55.wmf])
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Пример. Бросаем игральную кость 
[image: image56.wmf]}
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—дискретное пространство элементарных исходов. 
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Сделаем следующие предположения:

1. Пространство элементарных исходов 
[image: image59.wmf]}
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2. Все элементарные исходы равновозможны (равновероятны), т.е. 
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. Рассмотрим некоторые события 
[image: image65.wmf]}

,...,

,

{

2

1

k

i

i

w

i

w

w

А

=

, где k≤n. Вероятность события.
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 EMBED Equation.3 [image: image67.wmf]4
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· Если пространство элементарных исходов конечно, а все элементарные исходы равновероятны, то вероятностью события А называется отношение числа элементарных исходов, благоприятствующих событию А к общему числу элементарных исходов: 
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Это классическое определение вероятности.


Примеры:
1. Бросается игральная кость. Какова вероятность выпадения нечетного числа очков?
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2. Бросаются две монеты. Какова вероятность того, что хотя бы на одной выпадет герб?
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3. Бросаются две игральные кости. Какова вероятность того, что сумма выпавших очков равна семи?
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Элементы комбинаторики.


Лемма 1. Из m элементов а1,…,аm первой группы и n элементов b1,…,bn второй группы можно составить ровно m∙n упорядоченных пар вида (аi, bj), содержащих по одному элементу из каждой группы.


Доказательство:






















[image: image78.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

3

4

4

4

4

4

4

4

4

4

4

2

1

столбцов

n

а

содержат

пары

все

b

a

b

a

b

a

а

содержат

пары

все

b

a

b

a

b

a

а

содержат

пары

все

b

a

b

a

b

a

строк

m

m

n

m

m

m

n

n

_

_

_

_

,

,...,

,

,

,

.......

..........

..........

..........

..........

..........

..........

..........

_

_

_

,

,...,

,

,

,

_

_

_

,

,...,

,

,

,

_

2

1

2

2

2

2

1

2

1

1

2

1

1

1



Всего имеем m∙n пар.


Пример. В колоде 4 масти (черва, пика, трефа, бубна), в каждой масти по 9 карт. Итого n=4∙9=36.  


Лемма 2.  Из n1 элементов первой группы a1, а2,…, аn1,




    n2 элементов второй группы b1, b2,…, bn2,




    n3 элементов k-ой группы x1, x2,…, xnk
можно составить ровно n1∙ n2∙…∙nk различных упорядоченных комбинаций вида 
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, содержащих по одному элементу из каждой группы.

1. При k=2 утверждение выполняется (Лемма 1).

2. Предположим, что Лемма 2 выполняется для k. Докажем для k+1 группы элементов 
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. Рассмотрим комбинацию 
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. Предположение дает возможность вычислить число комбинаций из k элементов, их n1 n2 nk. По Лемме 1 число комбинаций  из k+1 элементов n1 n2… nk+1.
Пример. При бросании двух игральных костей N=6∙6=36. При бросании трех костей N=6∙6∙6=216.

Леммы 1 и 2 называются основными правилами комбинаторики.

Пусть имеется множество из n элементов a1, a2 ,an. Будем рассматривать выборку объема k 
[image: image84.wmf])
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 из n элементов. Все выборки можно классифицировать по 2 признакам:

1. упорядоченные и неупорядоченные.

2. с возвращением и без возращения.

Если выборка упорядоченная, то выборки с одним и тем же составом выбранных элементов, но разным порядком элементов в выборках, считаются различными.

Если выборка считается неупорядоченной, то все выборки с одним и тем же составом элементов отождествляются.

Пример. Возьмем множество из трех элементов {1,2,3}. Выбираем k=2.

	(1,1);(1,2);(1,3);

(2,1);(2,2);(2,3);

(3,1);(3,2);(3,3);
	(1,1);(1,2);(1,3);

(2,2);(2,3);

(3,3);
	С возвращением

	(1,2);(1,3);

(2,1);(2,3);

(3,1);(3,2);
	(1,2);(1,3);

(2,3);
	Без возвращения

	упорядоченная
	Неупорядоченная
	выборка


Составим общую таблицу числа выборок:
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	С возвращением

	
[image: image87.wmf]k

n

A


	
[image: image88.wmf]k

n

C


	Без возвращения

	упорядоченная
	Неупорядоченная
	Выборка


Упорядоченная  выборка с возвращением 
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j

j

j

a

a

а

,...,

,

(

2

1

). Каждый элемент выборки может принимать n значений, т.е. число выборок 
[image: image90.wmf]k

k

n

n

n

n

=

×

×

×

4

3

4

2

1

...

. Упорядоченная выборка без возвращения 
[image: image91.wmf]k

n

A

k

n

n

n

=

+

-

×

×

-

×

)

1

(

...

)

1

(

.

· Упорядоченная выборка без возвращения называется размещением. Число размещений 
[image: image92.wmf])!
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Пример. В лифт 12-этажного дома зашли 3 человека. Найти вероятность того, что все вышли на разных этажах.
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· Перестановкой из k элементов называется совокупность этих же элементов, записанных в произвольном порядке.

 
Pk -число перестановок из k элементов. 
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· Произвольное k-элементное подмножество множества n элементов называется сочетанием из n элементов по k элементов. Сочетание—это неупорядоченная выборка объема k из n элементов. Обозначается число всех сочетаний из n элементов по k элементов через 
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Свойства сочетаний:
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 Геометрические вероятности.

Предположим, что на числовой оси имеется некоторый отрезок [a,b] и на этот отрезок наудачу бросается точка. Найти вероятность того, что эта точка попадет на 
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—геометрическая вероятность на прямой.
Пусть плоская фигура g составляет часть плоской фигуры G. На фигуру G наудачу брошена точка. Вероятность попадания точки в фигуру g определяется равенством:
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—геометрическая вероятность на плоскости.

Пусть в пространстве имеется фигура v, составляющая часть фигуры V. На фигуру V наудачу брошена точка. Вероятность попадания точки в фигуру v определяется равенством:
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—геометрическая вероятность в пространстве.
Недостатком классического определения вероятности является то, что оно неприменимо к испытаниям с бесконечным числом исходов. Для устранения этого недостатка и вводят геометрические вероятности.

1.2.2 Произведение событий

Свойства вероятности.

Свойство 1. Вероятность невозможного события равна 0, т.е. 
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Свойство 2. Вероятность достоверного события равна 1, т.е. 
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Для любого события 
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1.2.3 Сумма событий

Свойство 3. Если события А и В несовместимы, то вероятность суммы равна сумме вероятностей:
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Свойство 4. (обобщенная теорема сложения вероятностей)
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Свойство 5. (теорема сложения k слагаемых)

Если события А1, А2,…, Аk попарно несовместимы, то 
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.                                      1.2.4 Алгебра событий
Свойство 6. Если 
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Свойство 7. Если 
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Свойство 8. 
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Свойство 9. Если события Н1, Н2,…,Нk образуют полную группу, то 
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Т.к. 
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                                                                                                                           Тема 1.3  Условная вероятность и независимость событий

1.3.1Понятие условной вероятности события. Свойства условной вероятности.                                                                                       1.3.2Вероятность произведения событий. Независимость событий. 1.3.3Теорема о полной вероятности события. Теорема Байеса.                                                                                        
 Условная вероятность. Независимость.
Условной вероятностью события B при условии A называется вероятность события B в предположении, что событие A наступило. Обозначение 
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.                                      1.3.2Вероятность произведения событий. Независимость событий.
Теорема (умножение вероятностей): 
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Теорема (обобщенная теорема умножения).
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Пример. Студент знает 20 вопросов из 25, преподаватель задает 3 вопроса. Найти вероятность того, что студент знает все 3 вопроса.

А—событие, что студент знает все три вопроса.

А1— знает первый вопрос;

А2— знает второй вопрос;

А3— знает третий вопрос;
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· События А и В называются независимыми, если 
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Свойство. События А и В независимы тогда  и только тогда когда P(B/A)=P(B).
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Пусть P(B/A)=P(B), тогда 
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 А и В независимы.

Пример. Бросаются две симметричные монеты. Найти вероятность того, что на обоих монетах выпадут гербы.
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· События А1,А2,…,Аn называются независимыми (или независимыми в совокупности), если
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{1,2,3,…,n})–попарная независимость событий;
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Можно показать, что из попарной независимости не вытекает независимость в совокупности.

1.3.3Теорема о полной вероятности события. Теорема Байеса.

 Формулы полной вероятности и Байеса.

Теорема 1. Если события Н1, Н2,…,Нn образуют полную группу, то вероятность любого события А можно вычислить по формуле полной вероятности:
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Так как события образуют полную группу, то можно записать 
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Событие А может произойти только с одним из событий Hi, i
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{1,2,…,n}, то А=АН1+АН2+…+АНn. По теореме сложения вероятностей
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Пример. Имеются 2 урны. В первой—3 белых и 5 черных шаров, во второй—4 белых и три черных. Из первой наудачу взят один шар и переложен во вторую урну. После этого из второй урны был извлечен наудачу шар. Какова вероятность, что он белый?

Событие А—из второй урны извлечен шар;

Н1—из первой урны во вторую переложен белый шар

Н2—из первой урны во вторую переложен черный шар.
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Замечание: при применении формулы полной вероятности события Н1,Н2,…,Нn , образующие полную группу, называются гипотезами.
Теорема 2. Пусть события Н1, Н2, …, Нn образуют полную группу, А–некоторое событие, причем P(A)≠0, тогда имеет место формула Байеса:
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Доказательство: По теореме умножения вероятностей 
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Отсюда находим вероятность
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—формула полной вероятности.

Пример. Рассмотрим предыдущий пример с учетом того, что из второй урны вынули белый шар. Найти вероятность того, что из первой урны вынули белый шар. Нужно найти P(H1|A).
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Замечание. При применении формулы Байеса вероятности 
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 называются априорными вероятностями гипотез. Вероятности P(H1|A),…,P(Hn|A) называют апостериорными вероятностями гипотез. 

                                                                                                                    Тема 1.4  Последовательность независимых испытаний

1.4.1 Схема независимых испытаний Бернулли.

1.4.2 Вероятность появления определенного числа успехов.

1.4.3 Наиболее вероятное число успехов.                                                                                             
1.4.1 Схема независимых испытаний Бернулли

 Схема независимых испытаний Бернулли

Полиноминальное распределение.
Предположим, что в результате испытания возможны два исхода: «У» и «Н», которые мы называем успехом и неудачей.
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Предположим, что мы производим независимо друг от друга n таких испытаний.

· Последовательность n испытаний называется испытаниями Бернулли, если эти испытания независимы, а в каждом из них возможны два исхода, причем вероятности этих исходов не меняются от испытания к испытанию.

Элементарным исходом будет являться:

(w1,w2,…,wn),  
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Всего таких исходов 2n.
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Формула (1) показывает, что события независимы.

Обозначим через µ число успехов в n испытаниях Бернулли. 
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По теореме сложения получим
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1.4.2 Вероятность появления определенного числа успехов

 Таким образом, получим
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—формула Бернулли.

Два шахматиста равны по силам. Что вероятнее выиграть одну партию из двух или две из четырех (ничьи во внимание не принимаются)?
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Полиномиальное распределение.

Предположим, что в результате испытания возможны k исходов E1, E2, …, Ek, 

P(Ei)=pi, 
[image: image186.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image187.wmf]k
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. Тогда вероятность того, что в n независимых испытаниях событие E1 появиться r1 раз, E2 – r2 раз, …, Ek – rk раз вычисляется по формуле:
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Эта формула полиномиальное распределения, обобщающая формулу Бернулли.

 Теорема Пуассона. Локальная и интегральная теоремы Муавра-Лапласа.

Теорема. Если вероятность р появления события А в каждом испытании при неограниченном возрастании числа испытаний n изменяется таким

образом, что некоторое событие А появится ровно k раз в n независимых испытаниях стремится к величине 
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Доказательство: По формуле Бернулли вероятность того, что событие появится ровно k раз в n независимых испытаниях
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Отсюда 
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По условию 
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Подставляя, получим 
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Перейдем к пределу при 
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Теоремой удобно пользоваться, когда р→0, 
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Формулой Бернулли 
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 удобно пользоваться, когда значение n не очень велико. Если же n достаточно велико, то удобнее пользоваться приближенными формулами, одна из которых содержится в следующей теореме. 
1.4.3 Наиболее вероятное число успехов
Теорема (локальная теорема Муавра-Лапласа).


Если вероятность появления события А в каждом отдельном испытании постоянная и отлична от 0 и 1, т.е. 0<p<1, то вероятность того, что событие А появится ровно k раз в n независимых испытаниях.
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Без доказательства. Имеются специальные таблицы значений функций φ(х). Нужно учитывать, что функция φ(х)–четная, т.е. φ(х)=φ(-х).


Пример. Пусть вероятность появления события А в каждом отдельном испытании р=0,8. Найти вероятность того. Что событие А появится 75 раз в 100 независимых испытаниях. (k=75, n=100.).


По формуле Бернулли
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Воспользуемся теоремой Муавра-Лапласа:
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Значение функции φ(-1,25)=φ(1,25)=0,1826 (по таблице). Тогда искомая вероятность: 
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Теорема (интегральная теорема Муавра-Лапласа).


Если вероятность появления события А в каждом отдельном испытании постоянна и отлична от 0 и 1, т.е.0<p<1, то вероятность того, что событие А появится от k1 до k2 раз в n независимых испытаниях определяется выражением:
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Без доказательства.
Функция Лапласа—нечетная, т.е. 
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Пример. Пусть вероятность появления события А  Р(А)  в каждом отдельном испытании равна 0,8. Найдем вероятность того, что событие А появится более 69 раз в 100 независимых испытаниях.

n=100

p=0,8
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k2=100
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                                                                                                                         Тема 1.5  Случайные величины и их характеристики

1.5.1 Понятие случайной величины.

1.5.2 Закон распределения вероятностей дискретной случайной величины и её свойства.

1.5.3 Понятие непрерывной случайной величины.

1.5.4 Плотность вероятностей .

. 

1.5.1 Понятие случайной величины

Случайные величины.

· Случайной величиной Х называется функция X(w), отображающая пространство элементарных исходов Ω во множестве действительных чисел R.

Пример. Пусть дважды подбрасывается монета. Тогда 
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Рассмотрим случайную величину Х–число выпадений герба на пространстве элементарных исходов Ω. Множество возможных значений случайной величины:2,1,0.

	w
	(г,г)
	(г,р)
	(р,г)
	(р,р)

	X(w)
	2
	1
	1
	0



Множество значений случайной величины обозначается Ωх. Одной из важных характеристик случайной величины является функция распределения случайной величины. 

                                                                                                                                                1.5.2 Закон распределения вероятностей дискретной случайной величины и её свойства

· Функцией распределения случайной величины Х называется функция F(x) действительной переменной х, определяющая вероятность того, что случайная величина Х примет в результате эксперимента значение, меньшее некоторого фиксированного числа х.
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Если рассматривать Х как случайную точку на оси ох, то
F(x) с геометрической точки зрения—это вероятность того, что случайная точка Х в результате реализации эксперимента попадет левее точки х.
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Свойства функции распределения.

Свойство 1. Функция распределения F(x)–неубывающая функция, т.е. для 
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Пусть х1 и х2 принадлежат множеству Ωх и х1<х2.Событие, состоящее в том, что Х примет значение, меньшее, чем х2, т.е. 
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Тогда по теореме сложения вероятностей получим 
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Свойство 2. Для любых 
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Замечание. Если функция распределения F(x) непрерывная, то свойство выполняется и при замене знаков ≤ и < на < и ≤.

Свойство 3. 
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Свойство 4. 
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 Функция F(x) непрерывна слева. (т.е. 
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Свойство 5. Вероятность того, что значение случайной величины Х больше некоторого числа х, вычисляется по формуле.
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Достоверное событие {-∞<x<+∞} представим в виде двух несовместимых событий. 
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Поскольку вероятность достоверного события равна единице, то


[image: image243.wmf])

(

)

(

1

x

X

P

x

F

³

+

=

. Отсюда 
[image: image244.wmf])

(

1

)

(

x

F

x

X

P

-

=

³

.

Дискретные случайные величины.
· Случайная величина Х называется дискретной, если она принимает конечное либо счетное число значений, т.е. Ωх—конечно или счетно.

· Законом распределения дискретной случайной величины Х называется совокупность пар чисел вида (хi, рi), где xi—возможные значения случайной величины, а pi—вероятности, с которыми случайная величина принимает эти значения, т.е. 
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Простейшей формой задания дискретной случайной величины является таблица, в которой перечислены возможные значения случайной величины и соответствующие им вероятности.

	X
	x1
	x2
	…
	xn
	…

	P
	p1
	p2
	…
	pn
	…


Такая таблица называется рядом распределения дискретной случайной величины.

Ряд распределения можно изобразить графически. В этом случае по оси абсцисс откладывают значения xi, а по оси ординат—вероятности pi. Полученные точки соединяют отрезками и получают ломаную, которая является одной из форм задания закона распределения дискретной величины.

Пример. Рассмотрим следующую дискретную случайную величину

	X
	1
	2
	3
	4

	P
	0,1
	0,3
	0,2
	0,4


· Говорят, что дискретная случайная величина Х имеет биномиальное распределение с параметрами (n,p), если она может принимать целые неотрицательные значения 
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Пример. µ—число успехов в n испытаниях. µ имеет биномиальное распределение с параметрами (n,p). Обозначают X~B (n,p), т.е. случайная величина Х имеет биномиальное распределение с параметрами (n,p).
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· Говорят, что случайная величина Х имеет распределение Пуассона с параметром λ (λ>0), если она принимает целые неотрицательные значения 
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Обозначают 
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, т.е. случайная величина Х имеет распределение Пуассона с параметром λ.
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Пусть производятся независимые испытания, в каждом из которых вероятность появления события А равна р (0<p<1) и, следовательно, вероятность его не появления q=1-p. Испытания заканчиваются как только появится событие А. Таким образом, если событие А появилось в k-ом испытании, то в предшествующих k-1 испытаниях оно не появлялось.


Обозначим через X дискретную случайную величину—число испытаний, которое нужно провести до первого появления события А. Очевидно, возможными значениями случайной величины Х являются натуральные числа.


Пусть в первых k-1 испытаниях событие А не наступало, а в k-ом испытании появилось. Вероятность этого события 
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· Говорят, что случайная величина Х имеет геометрическое распределение с параметром р (0<р<1), если она принимает натуральные значения 
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	X
	1
	2
	3
	…
	k
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	P
	p
	qp
	q2p
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	qk-1p
	…


Очевидно, что вероятности появления значений 1,2,3… образуют геометрическую прогрессию с первым членом р и знаменателем q (0<q<1).
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Пример 1. Из орудия производится стрельба по цели до первого попадания. Вероятность попадания в цель р=0,6. Найти вероятность того, что попадание произойдет при третьем выстреле.

p=0,6; q=0,4; k=3.  
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Пример 2. Монета брошена два раза. Написать ряд распределения случайной величины X—числа выпадений «герба».


Решение. Вероятность выпадения «герба» в каждом бросании монеты 
[image: image265.wmf]2
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При бросании монеты «герб» может появится либо 2, либо 1, либо 0 раз. Т.е. возможные значения Х таковы: х1=0,х2=1, х3=2. 

Найдем вероятности этих возможных значений по формуле Бернулли:
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Ряд распределения:

	X
	0
	1
	2

	P
	0,25
	0,5
	0,25
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Пример 3. Завод отправил на базу 5000 доброкачественных изделий. Вероятность того, что в пути изделие повредится, равна 0,0002. Найти вероятность того, что на базу прибудут три негодных изделия(n-велико,p-мало).

По условию n=5000, p=0,0002, k=3. По формуле Пуассона 
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 Простейший поток событий.
Рассмотрим события, которые наступают в случайные моменты времени.

· Потоком событий называют последовательность событий, которые наступают в случайные моменты времени.

Примерами потоков служат: поступление вызовов на АТС, на пункт неотложной медицинской помощи, прибытие самолетов в аэропорт, клиентов на предприятие бытового обслуживания, последовательность отказов элементов и многие другие.

Среди свойств, которыми могут обладать потоки, выделим свойства стационарности, отсутствия последствия и ординарности.

· Поток событий называется стационарным, если вероятность появления k событий за промежуток времени длительности t зависит только от k и t.

Таким образом, свойство стационарности характеризуется тем, что вероятность появления k событий на любом промежутке времени зависит только от числа k и  от длительности t промежутка и не зависит от начала его отсчета; при этом различные промежутки времени предполагаются непересекающимися. Например, вероятности появления k событий на промежутках времени (1, 7), (10, 16), (Т, Т+6) одинаковой длительности t=6 единиц времени равны между собой.

· Поток событий называется ординарным, если за бесконечно малый промежуток времени может появиться не более одного события.

Таким образом, свойство ординарности характеризуется тем, что появление двух и более событий за малый промежуток времени практически невозможно. Другими словами, вероятность появления более одного события в один и тот же момент времени практически равна нулю.

· Говорят, что поток событий обладает свойством  отсутствия последствия, если имеет место взаимная независимость появлений того или иного числа событий в непересекающиеся промежутки времени. Таким образом, свойство отсутствия последствия характеризуется тем, что вероятность появления k событий на любом промежутке времени не зависит от того, появились или не появились события в моменты времени, предшествующие началу рассматриваемого промежутка. Другими словами, условная вероятность появления k событий на любом промежутке времени, вычисленная при произвольном предположении о том, что происходило до начала рассматриваемого промежутка (т.е. сколько событий появилось, в какой последовательности), равна безусловной вероятности. Следовательно, предыстория потока не сказывается на вероятности появления событий в ближайшем будущем.

· Поток событий называется простейшим или пуассоновским, если он стационарный, ординарный, без последствия.

· Интенсивностью потока λ называют среднее число событий, которые появляются в единицу времени.

Если постоянная интенсивность потока известна, то вероятность появления k событий простейшего потока за промежуток времени длительности t определяется по формуле:
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. Формула Пуассона.

Эта формула отражает все свойства простейшего потока, поэтому ее можно считать математической моделью простейшего потока.

Пример. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну минуту, равно двум. Найти вероятность того, что за 5 минут поступит: а) два вызова; б) менее двух вызовов; в) не менее двух вызовов. Поток вызовов предполагается простейшим.

По условию λ=2, t=5, k=2. По формуле Пуассона
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—событие практически невозможно, т.к. события «не поступило ни одного вызова» и «поступил один вызов»​​—несовместимы.
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—это событие практически достоверно.

 Числовые характеристики дискретных случайных величин.


Как известно, закон распределения полностью характеризует случайную величину. Однако часто закон распределения неизвестен и приходится ограничиваться меньшими сведениями. Иногда даже выгоднее пользоваться числами, которые описывают случайную величину суммарно; такие числа называют числовыми характеристиками случайной величины. К числу важных числовых характеристик относится математическое ожидание, которое приближенно равно среднему значению случайной величины.

· Математическим ожиданием дискретной случайной величины называют сумму произведений всех ее возможных значений на их вероятности. Обозначают математическое ожидание случайной величины Х через MX или М(Х). Если случайная величина Х принимает конечное число значений, то 
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Если случайная величина Х принимает счетное число значений, то 
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, причем математическое ожидание существует, если ряд в правой части равенства сходится абсолютно. 

Математическое ожидание дискретной случайной величины—это неслучайная величина (т.е. число, постоянная).

Пример 1. Найти математическое ожидание случайной величины  Х, зная ее ряд распределения.

	X
	3
	5
	2

	P
	0,1
	0,6
	0,3
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Пример 2. Найти математическое ожидание числа появлений события А в одном испытании, если вероятность события А равна р.

Случайная величина Х—число появлений события А в одном испытании, может принимать значения х1=1 (событие А наступило) с вероятностью р и х2=0 ( А не наступило) с вероятностью q=1-p. 


[image: image281.wmf]p

q

p

МХ

=

×

=

×

=

0

1

.

Таким образом, математическое ожидание числа появлений события в одном испытании равно вероятности это события.

Свойства математического ожидания:

Свойство 1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной:

M(C) =C.
Будем рассматривать постоянную С как дискретную случайную величину, которая принимает одно возможное значение С с вероятностью 1. Следовательно,  
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Замечание. Произведение постоянной величины С на дискретную случайную величину Х определяется как дискретная случайная величина СХ, возможные значения которой равны произведениям постоянной С на возможные значения Х, вероятности возможных значений СХ равны вероятностям соответствующих возможных значении Х.

Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:
M(CX)=CM(X).
Если случайная величин Х имеет ряд распределения

	X
	x1
	x2
	…
	xn
	…

	P
	p1
	p2
	…
	pn
	…


Ряд распределения случайной величины СХ

	СХ
	Сx1
	Сx2
	…
	Сxn
	…

	Р
	p1
	p2
	…
	pn
	…


Математическое ожидание случайной величины СХ 
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· Случайные величины X1,X2,…,Xn называются независимыми, если для любых числовых множеств B1,B2,…,Bn 
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Если взять B1=]-∞, x1[;   B2=]-∞, x2[; …;  Bn=]-∞,xn[, то 
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—совместимая функция распределения случайных величин Х1,Х2,…,Хn. Таким образом, 
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. Данное равенство также можно взять в качестве определения независимости случайных величин.

Свойство 1. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий:
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Следствие. Математическое ожидание произведения нескольких взаимно независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий.

Свойство 2. Математическое ожидание суммы двух случайных величин рано сумме математических ожиданий слагаемых:
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Следствие. Математическое ожидание суммы нескольких случайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых.

Пример. Найти математическое ожидание суммы числа очков, которые могут выпасть при бросании двух игральных костей.

Обозначим случайную величину Х—число очков, выпавших на первой кости, через Y обозначим число очков, выпавших на второй кости. Возможные значения этих величин одинаковы и равны 1,2,3,4,5,6, причем вероятность каждого из этих значений равна 
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. Найдем математическое ожидание числа очков, которые могут выпасть на первой кости.
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Теорема 1. Математическое ожидание числа появлений события А в n независимых испытаниях равно произведению числа испытаний на вероятность появления события  в каждом испытании: 
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Будем рассматривать в качестве случайной величины Х число появлений события А в n независимых испытаниях. Очевидно, общее число Х появлений события А в этих испытаниях складывается из чисел появлений события в отдельных испытаниях. Поэтому если Х1—число появлений события в первом испытании, Х2—во втором,…, Хn—в n-ом, то общее число появлений события 
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Согласно примеру 2 
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· Дисперсией случайной величины называется число 
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. Дисперсия является мерой разброса значений случайной величины вокруг ее математического ожидания.

· Средним квадратическим отклонением случайной величины Х называется число 
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Пример 4. Найти дисперсию случайной величины Х, которая задана рядом распределения.

	X
	2
	3
	5

	P
	0,1
	0,6
	0,3
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Ряд распределения случайной величины Х2

	Х2
	4
	9
	25

	Р
	0,1
	0,6
	0,3
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Свойства дисперсии.

Свойство 1. Дисперсия постоянной величины С равна 0. DC=0.
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Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат:
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Свойство 3. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин:
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Следствие. Дисперсия суммы нескольких независимых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин.

Теорема 2. Дисперсия числа появлений события А в n независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность р появления события постоянна, равна произведению числа испытаний на вероятность появления и не появления события в одном испытании: 
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Случайная величина Х—число появлений события А в n независимых испытаниях.  
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, где Хi—число наступлений событий в i-ом испытании, взаимно независимые, т.к. исход каждого испытания не зависит от исходов остальных.
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Пример. Проводятся 10 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события равна 0,6. Найти дисперсию случайной величины X—числа появлений события в этих испытаниях. 

n=10; p=0,6; q=0,4.
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· Начальным моментом порядка к случайным величинам Х называют математическое ожидание случайной величины Хk:
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Пользуясь этими моментами, формулу для вычисления дисперсии 
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Кроме моментов случайной величины Х целесообразно рассматривать моменты отклонения Х- МХ.

· Центральным моментом порядка k случайной величины Х называют математическое ожидание величины (Х-МХ)k.
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Исходя из определения центрального момента и пользуясь свойствами математического ожидания, можно получить формулы:



[image: image327.wmf]3

1

1

2

3

3

2

3

n

×

+

n

×

n

×

-

n

=

m

.



[image: image328.wmf]4

1

2

1

2

1

3

4

4

3

6

4

n

n

n

n

n

n

m

×

-

×

×

+

×

×

-

=

.

Моменты более высоких порядков применяются редко.

Замечание. Моменты, определенные выше, называют теоретическими. В отличие от теоретических моментов, моменты, которые вычисляются по данным наблюдений, называют эмпирическими. 

1.5.3 Понятие непрерывной случайной величины

 Непрерывные случайные величины.

· Говорят, что случайная величина Х имеет плотность вероятности или плотность распределения вероятностей 
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Пример. Нужно определить массу стержня длины l, если плотность массы равна p(x).
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· Случайная величина называется непрерывной, если она имеет плотность распределения.

1.5.4 Плотность вероятностей
Свойства плотности распределения.

Свойство 1. 
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Свойство 2. Плотность распределения —неотрицательная функция: 
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Поскольку F(x)—неубывающая функция, то F’(x)≥0. Следовательно 
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Геометрически это свойство означает, что график плотности распределения расположен либо над осью ох, либо на этой оси. График плотности распределения называют кривой распределения.
Свойство 3. Несобственный интеграл от плотности распределения в пределах от -∞ до +∞ равен единице:

[image: image336.wmf]1

)

(

=

ò

¥

¥

-

dx

x

p

.

В формуле (1) подставим х=+∞, 
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Свойство 4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет значение из множества  В, равна интегралу по множеству В от плотности распределения.
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Пример. Задана плотность вероятности случайной величины Х.
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Найти вероятность того, что в результате испытания Х примет значение, принадлежащее интервалу (0,5; 1).

Искомая вероятность 
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· Говорят, что случайная величина Х равномерно распределена на отрезке [a, b], если она непрерывна и имеет плотность вероятности:
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Найдем функцию распределения равномерно распределенной случайной величины X.

а) x<a

[image: image344.wmf]0

0

)

(

)

(

=

=

=

ò

ò

¥

-

¥

-

dt

dt

t

p

x

F

x

x

;

б) a≤x≤b
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в) x>b
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Примером равномерно распределенной случайной величины может служить Х-координата точки, наудачу брошенной на [a, b].

· Говорят, что случайная величина Х имеет показательное (экспоненциальное) распределение с параметром λ>0, если она непрерывна и имеет плотность распределения
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; обозначают Х~M(λ).
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Найдем функцию распределения показательно распределенной случайной величины Х.

а) x≤0
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б) x>0
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Таким образом 
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Мы определили показательный закон с помощью плотности распределения. Ясно, что его можно определить, используя функцию распределения.

Пример. Непрерывная случайная величина Х распределена по показательному закону 
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. Найти вероятность того, что в результате испытания Х попадет в интервал (0,3; 1). 

1. 
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2. 
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· Говорят, что случайная величина Х имеет нормальное распределение с параметрами a, G2, если она непрерывна и имеет плотность 
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. Обозначение Х~N(a, G2), те Х имеет нормальное распределение с параметрами a, G2. 

График плотности нормально распределенной случайной величины называется кривой Гаусса или нормальной кривой.

· Если случайная величина Х~N(0,1), то говорят, что случайная величина Х имеет стандартное нормальное распределение. В этом случае плотность обозначается 
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· Любая функция (правило, характеристика), позволяющая вычислить вероятность того, что случайная величина Х принадлежит В—числовому множеству на  прямой, т.е. P(X
[image: image368.wmf]Î

B), называется законом распределения случайной величины Х.

1. F(x)—функция распределения является законом распределения любой случайной величины. 
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2. Ряд распределения дискретной случайной величины также является законом  распределения дискретной случайной величины.
3. Плотность распределения непрерывной случайной величины p(x) является законом распределения непрерывной случайной величины.
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· Математическим ожиданием или средним значением непрерывной случайной величины Х с плотностью p(x) называется число 
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 при условии, что этот интеграл сходится абсолютно.
Пример 1. Пусть Х имеет равномерное распределение на [a, b].
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Пример 2. Пусть случайная величина Х~N(a, G2).
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Таким образом, 
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Пример 3. Найти математическое ожидание случайной величины Х, имеющей показательное распределение с параметром λ>0, т.е. X~M(λ)
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· Дисперсией непрерывной случайной величины Х называется число 
[image: image382.wmf]2

2

2

)

(

)

(

MX

MX

MX

X

M

DX

-

=

-

=

. Если случайная величина имеет плотность p(x), 
[image: image383.wmf]2

2

2

)

)

(

(

)

(

)

(

)

(

dx

x

xp

dx

x

p

x

dx

x

p

MX

x

DX

ò

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

¥

+

¥

-

-

=

-

=

.

Математическое ожидание и дисперсия непрерывных случайных величин обладают теми же свойствами, что и для дискретных случайных величин.

Пример 4. Найти дисперсию случайной величины Х, распределенной равномерно на [a, b]:
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Пример 5. Пусть случайная величина Х имеет нормальное распределение X~N(a, G2). Найти дисперсию DX.

X~N(a, G2). MX=a.
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Таким образом, 
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Пример 6. Пусть случайная величина Х имеет показательное распределение 
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Таким образом, 
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Теорема 1. Если случайная величина Х имеет нормальное стандартное распределение с параметрами (a, G2), то случайная величина 
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Теорема 2. (Критерий независимости дискретных случайных величин).

Для того чтобы дискретные случайные величины Х1,…,Хn были независимы, необходимо и достаточно, чтобы для любых действительных чисел х1,…,хn  выполнялось  соотношение 
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Теорема 3. (Критерий независимости для непрерывных случайных величин).

Для того чтобы непрерывные случайные величины Х1, Х2,…,Хn были независимыми, необходимо и достаточно, чтобы для любых действительных чисел х1,…,хn выполнялось соотношение
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Здесь 
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Предположим, что случайная величина 
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Пусть 
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Замечание. Необходимо отметить, что φ(t)—четная функция, т.е. 

φ(-х)=φ(х); функция Лапласа 
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 Системы случайных величин.

· Вектор 
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—случайные величины, называются n-мерным случайным вектором.
Таким образом, случайный вектор 
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 отображает пространство элементарных исходов Ω→IRn в n-мерное действительное пространство IRn.
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Свойства функции распределения случайного вектора.

Свойство 1. 
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Свойство 2. Функция распределения случайного вектора неубывающая по каждому аргументу.
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· Случайный вектор называется дискретным, если все его компоненты —дискретные случайные величины.

· Случайный вектор 
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Свойства плотности распределения случайного вектора.

Свойство 1. 
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Свойство 2. 
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Теорема 1. Пусть 
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Свойство 3. 
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· Если каждому возможному значению случайной величины Х соответствует одно возможное значение случайной величины Y, то Y называют функцией случайного аргумента Х.
Теорема 2. Пусть случайная величина Х непрерывна с плотностью 
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Продифференцируем обе части. Справа получим: 
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б) Пусть 
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Продифференцировав обе части, 
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Покажем, как найти распределение функции случайного аргумента. Пусть аргумент Х—дискретная случайная величина

А) Если различным возможным значениям аргумента функции Y, то вероятность соответствующих значений X и Y между собой равны.

Пример 1. Дискретная случайная величина Х задана распределением

	Х
	2
	3

	Р
	0,6
	0,4


Найти распределение функции 
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Решение. Найдем возможные значения Х:
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. Искомое распределение Y:
	Y
	4
	9

	P
	0,6
	0,4


Б) Если различным возможным значениям Х соответствуют значения Y, среди которых есть равные между собой, то следует складывать вероятности повторяющихся значений Y.

Пример 2. Дискретная случайная величина Х задана распределением

	Х
	-2
	2
	3

	Р
	0,4
	0,5
	0,1


Найти распределение функции 
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	Вероятность возможного значения y1=4 равна сумме вероятностей несовместимых событий Х1=-2, Х2=2, т.е. 0,4+0,5=0,9. Вероятность возможного значения y2=9 равна 0,1. Напишем искомое распределение Х.

Y
	4
	9

	P
	0,9
	0,1


Пусть задана функция 
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 случайного аргумента Х. Требуется найти математическое ожидание этой функции, зная закон распределения аргумента.

1. Пусть аргумент Х—дискретная случайная величина с рядом распределения

	Х
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	…
	xn

	Р
	p1
	p2
	…
	pn

	Y
	φ(x)
	φ(x)
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Пример 3. Дискретная случайная величина Х задана распределением

	Х
	1
	3
	5

	Р
	0,2
	0,5
	0,3


Найти математическое ожидание функции 
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Возможные значения Y:

[image: image478.wmf]2

1

1

)

1

(

2

=

+

=

j

; 
[image: image479.wmf]10

1

3

)

3

(

2

=

+

=

j

; 
[image: image480.wmf]26

1

5

)

5

(

2

=

+

=

j

.


[image: image481.wmf]2

,

13

3

,

0

26

5

,

0

10

2

,

0

2

]

1

[

2

=

×

+

×

+

×

=

+

X

M

.

2. Пусть аргумент Х—непрерывная случайная величина, заданная плотностью распределения р(х). Для нахождения математического ожидания функции 
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 можно сначала найти плотность распределения g(y) величины Y, а затем воспользоваться формулой: 
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Если возможны значения 
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Пример 4. Случайная величина Х задана плотностью 
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 в интервале (0, π/2); вне этого интервала р(х)=0. Найти математическое ожидание функции 
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 Функция двух случайных аргументов.

Формула свертки. Устойчивость нормального распределения.

· Если каждой паре возможных значений случайных величин X  и Y соответствует одно возможное значение случайной величины Z, то Z называют функцией двух случайных аргументов X и Y: 
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Далее на примерах будет показано, как найти распределение функции 
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 по известным распределениям слагаемых. Такая задача часто встречается на практике. Например, если Х—погрешность показаний измерительного прибора (распределена равномерно),     то        возникает  задача  —       найти      закон   распределения  суммы погрешностей 
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Случай 1. Пусть Х и Y—дискретные независимые случайные величины. Для того чтобы составить закон распределения функции Z=X+Y, надо найти все возможные значения Z и их вероятности. Иными словами, составляется ряд распределения случайной величины Z.

Пример 1. Дискретные независимые случайные величины Х и Y, заданы распределениями

	Х
	1
	2

	Р
	0,4
	0,6


и

	Y
	3
	4

	P
	0,2
	0,8


Составить распределение случайной величины Z=X+Y.

Возможные значения Z есть суммы каждого возможного значения Х со всеми возможными значениями Х.
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Найдем вероятность этих возможных значений. Для того чтобы Z=4 достаточно, чтобы величина Х приняла значения х1=1 и величина Y—значение y1=3. Вероятности этих возможных значений, как следует из данных законов распределения, соответственно равно 0,4 и 0,2.

Поскольку случайные величины Х и Y независимы, то события Х=1 и Y=3 независимы и, следовательно, вероятность их совместного наступления (т.е вероятность события Z=1+3=4) по теореме умножения равна 0,4·0,2=0,08.

Аналогично найдем
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Напишем искомое распределение, сложив предварительно вероятности несовместимых событий Z=z2 и Z=z3. (0,32+0,12=0,44)
	Z
	4
	5
	6

	P
	0,08
	0,44
	0,48


Контроль: 0,08+0,44+0,48=1.

Рассмотрим общий случай:

Пусть Х и Y—независимые случайные величины, принимающие значения 
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Z=X+Н. Обозначим через 
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=

+

=

=

=

)

(

)

(

K

Y

X

P

k

Z

P

r

k



[image: image509.wmf]=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

¹

Æ

=

-

=

=

=

+

=

=

å

¥

=

0

j

i

)

(

)

(

)

(

 

и

вероятност

 

полной

 

формуле

 

по

 

,

)

(

H

H

событий

 

группа

 

},

{

},

{

i

i

i

i

i

H

A

P

H

p

A

P

j

i

полная

H

i

X

H

k

Y

X

A



[image: image510.wmf]=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

-

=

=

-

=

=

=

x

=

+

=

å

å

=

¥

=

)

(

)

/

(

,

}

/

{

}

/

{

0

1

A

P

B

A

P

нзависимые

B

A

i

X

i

k

Y

P

p

i

k

Y

X

P

p

k

i

i

i

i



[image: image511.wmf]i

k

k

i

i

k

i

i

q

p

i

k

Y

P

p

-

=

=

å

å

=

-

=

=

0

0

}

{

.


Таким образом, 
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—формула свертки.
Случай 2. Пусть Х и Y—непрерывные случайные величины.

Теорема. Если Х и Y—независимые непрерывные случайные величины, то случайная величина Z=X+Y—также непрерывна, причем плотность распределения случайной величины Z 
[image: image513.wmf]J

u

J

d

p

x

p

du

u

x

p

u

p

x

P

Y

X

Y

X

Z

ò

ò

+¥

¥

-

+¥

¥

-

×

-

=

-

×

=

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

—формула свертки.

· Плотность распределения суммы независимых случайных величин называется композицией.
Замечание. Если возможные значения X и Y неотрицательны, то формула свертки 
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· Закон распределения вероятностей называется устойчивым, если композиция таких законов есть тот же закон распределения (отличающийся, вообще говоря, параметрами). Нормальный закон обладает свойствами устойчивости, т.е. композиция нормальных законов также имеет нормальное распределение, причем математическое ожидание и дисперсия этой композиции равны соответственно суммам математических ожиданий и дисперсий слагаемых:
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В частности, если Х~N(0,1) и Y~N(0,1), то Z=X+Y~N(0,2).

Пример 2. Пусть случайная величины Х1,…,Хk—независимы и имеют показательное распределение с параметром λ>0, т.е. 
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. Найти плотность распределения 
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Если x>0
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Если x≤0, то 
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Далее при x>0
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Если x≤0, то 
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Проводя аналогичные рассуждения, получим:
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 Числовые характеристики системы 

двух случайных величин.

Для описания системы двух случайных величин кроме математических ожиданий и дисперсий используют и другие характеристики. К их числу относятся ковариация и коэффициент коррекции.

· Ковариацией между случайными величинами Х и Y называется число
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Для непрерывных случайных величин X и Y используют формулу 
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Покажем, что если случайные величины Х и Y независимы, то 
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· Коэффициентом корреляции между случайными величинами Х и Y называется число 
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Свойства корреляции.

Свойство 1. Абсолютная величина коэффициента корреляции не превосходит единицы, т.е. 
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Свойство 2. Для того чтобы 
[image: image535.wmf]1
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 необходимо и достаточно, чтобы случайные величины Х и Y были связанны линейной зависимостью. Т.е.
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Свойство 3. Если случайные величины независимы, то они некоррелированы, т.е. r=0.

Пусть Х и Y—независимы, тогда по свойству математического ожидания 
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· Две случайные величины Х и Y называют коррелированными, если их коэффициент корреляции отличен от нуля.

· Случайные величины Х и Y называют некоррелированными если их коэффициент корреляции равен 0.

Замечание. Из коррелированности двух случайных величин следует их зависимость, но из зависимости еще не вытекает коррелированность. Из независимости двух случайных величин следует их некоррелированность, но из некоррелированности еще нельзя заключить о независимости этих величин.
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· Коэффициентом корреляции между случайными величинами Х и Y называется число 
[image: image540.wmf]Y
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Свойства корреляции.

Свойство 1. Абсолютная величина коэффициента корреляции не превосходит единицы, т.е. 
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Свойство 2. Для того чтобы 
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 необходимо и достаточно, чтобы случайные величины Х и Y были связанны линейной зависимостью. Т.е.
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Свойство 3. Если случайные величины независимы, то они некоррелированы, т.е. r=0.

Пусть Х и Y—независимы, тогда по свойству математического ожидания 
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· Две случайные величины Х и Y называют коррелированными, если их коэффициент корреляции отличен от нуля.

· Случайные величины Х и Y называют не коррелированными если их коэффициент корреляции равен 0.

Замечание. Из коррелированности двух случайных величин следует их зависимость, но из зависимости еще не вытекает коррелированность. Из независимости двух случайных величин следует их некоррелированность, но из некоррелированности еще нельзя заключить о независимости этих величин.

Коэффициент корреляции характеризует тенденцию случайных величин к линейной зависимости. Чем больше по абсолютной величине коэффициент корреляции, тем больше тенденция к линейной зависимости.

· Коэффициентом асимметрии случайной величины Х называется число 
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Знак коэффициента асимметрии указывает на правостороннюю или левостороннюю асимметрию.

· Эксцессом случайной величины Х называется число 
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Характеризует сглаженность кривой распределения по отношению к кривой нормального распределения.

Тема 1.6  Законы больших чисел

1.6.1 Неравенство Чебышева.
1.6.2 Сходимость последовательности случайных величин.
1.6.3 Теорема Маркова.

1.6.4 Теорема Бернулли. 

1.6.1 Неравенство Чебышева.
Законы больших чисел.

0. 1 Последовательность случайных величин Х1, Х2,… называется сходящейся по вероятности к случайной величине Х, если для любого положительного числа 
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0.2 Говорят, что последовательность случайных величин Х1, Х2,… удовлетворяют закону больших чисел, если 
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Теорема 1. Для любой случайной величины Х, имеющей конечную дисперсию DX, справедливо неравенство Чебышёва:

Для 
[image: image554.wmf]0

>

e

"

. 

[image: image555.wmf]2

}

{

e

£

e

³

-

DX

MX

X

P

.


[image: image556.wmf]+

-

=

-

=

-

=

ò

ò

+¥

¥

-

dx

x

p

MX

x

dx

x

p

MX

x

MX

X

M

DX

X

X

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

2


                                                                          {x││x-MX│≥ε}

[image: image557.wmf]=

e

=

e

³

-

³

-

+

ò

ò

ò

ò

dx

x

p

dx

x

p

dx

x

p

MX

x

dx

x

p

MX

x

X

X

X

X

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

2

2

2


   {x││x-MX│≥ε}                         {x││x-MX│≥ε}                         {x││x-MX│≥ε}            {x││x-MX│≥ε}


[image: image558.wmf]}

{

2

e

³

-

e

MX

x

P

.

Таким образом, 
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.                                                                     1.6.2 Сходимость последовательности случайных величин.
Теорема 2. (закон  больших чисел в форме Чебышёва).
Пусть Х1,Х2,…—последовательность попарно независимых случайных величин, имеющих конечные дисперсии, ограниченные одной и той же постоянной, т.е. 
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Обозначим через 
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Отсюда 
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[image: image566.wmf]2

)

(

n

n

n

MZ

Z

M

DZ

-

=

). 
                                                                                                                                                                 1.6.4 Теорема Бернулли. 

Теорема 3. (Закон больших чисел в форме Бернулли).
Пусть μ—число успехов в n независимых испытаниях Бернулли с вероятностью успеха р в одном испытании, тогда 
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Введем случайные величины μi—число успехов в i-ом испытании. Тогда 
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 (т.е. дисперсия ограничена 
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μ1, μ2,…, μn—независимы. По закону больших чисел в форме Чебышёва 
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В чем смысл закона больших чисел в форме Бернулли?

Пусть в результате эксперимента может произойти или не произойти событие А. P(A)—вероятность события А в одном эксперименте. Эксперимент повторяется  N раз, N(A)—число появлений события А в этих  N экспериментах.
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Таким образом, закон больших чисел в форме Бернулли теоретически подтверждает устойчивость относительных частот, т.е. стабилизацию при большом числе испытаний относительной частоты вокруг вероятности (относительная частота ≈ Р(А)). 
Тема 1.7  Характеристическая функция

1.7.1 Производящие функции
1.7.2 Понятие характеристической функции
1.7.3 Свойства характеристических функций .

1.7.1 Производящие функции.
· Под целочисленной случайной величиной будем понимать дискретную случайную величину, которая может принимать значения 0,1,2,…

Таким образом, если случайная величина Х—целочисленная, то она имеет ряд распределения

	Х
	0
	1
	2
	…

	Р
	р0
	р1
	р2
	…


· Пусть Х—целочисленная величина с законом распределения

	Х
	0
	1
	2
	…

	Р
	р0
	р1
	р2
	…


Ее производящей функцией называется функция 
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Свойства производящих функций.

Свойство 1. Производящая функция 
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Свойство 2. Производящая функция 
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Свойство 3. Значение производящей функции в точке Z=1,   P(1)=1. 
[image: image585.wmf]1

1

)

1

(

0

0

=

=

=

å

å

¥

=

¥

=

k

k

k

k

k

p

p

P

.
Свойство 4. Если Z=1, то MX=P’(1)
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Свойство 5. 
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. Если Z=1 
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Следовательно, 
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Свойство 6. Если Х1,Х2,…,Хn—независимые целочисленные случайные величины, то производящая функция 
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Пример 1. Пусть μ—число успехов в n независимых испытаниях Бернулли, т.е. μ~B(n,p)—биномиальное распределение с параметрами (n,p). Найти производящую функцию случайной величины μ.
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Найдем производящую функцию случайной величины μk 
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Пример 2. Пусть случайная величина 
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 имеет распределение Пуассона с параметром λ, т.е. 
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1.7.2 Понятие характеристической функции.

0. 1 Случайная величина 
[image: image604.wmf])
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, где i—мнимая единица, т.е. 
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,а X и Y—действительные случайные величины, называется комплекснозначной случайной величиной.  (i2= –1).
0. 2 Математическим ожиданием комплекснозначной случайной величины Z называется 
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MX

MZ

+

=

. Все свойства математического ожидания остаются справедливыми для комплекснозначных случайных величин.
0. 3 Комплекснозначные случайные величины Z1=X1+iY1 и Z2=X2+iY2 называются независимыми, если независимы соответственно 
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Свойство комплекснозначных случайных величин.

Если комлекснозначные случайные величины Z1 и Z2—независимы, то математическое ожидание их произведения равно произведению  математических ожиданий, т.е. 
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0. 4 Характеристической функцией случайной величины 
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Формулы для вычисления характеристической функции.

Случай 1. Пусть 
[image: image616.wmf]x

—дискретная случайная величина с рядом распределения

	
[image: image617.wmf]x


	x1
	x2
	…

	Р
	p1
	p2
	…



[image: image618.wmf]å

¥

=

x

=

j

1

)

(

k

k

itx

p

e

t

k

.
Случай 2. Пусть 
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Пример 1. Пусть 
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—производящая функция от аргумента 
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Пример 2. Пусть случайная величина 
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 имеет биномиальное распределение с параметрами (n,p), т.е. 
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Если t=0, то 
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Из примера 1, § 12 найдена производящая функция случайной величины 
[image: image634.wmf]x

,


[image: image635.wmf]n

q

pz

Z

P

Z

P

)

(

)

(

)

(

+

=

=

x

, если 
[image: image636.wmf])

,

(

~

p

n

B

x

.

Пример 3. Пусть случайная величина 
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 имеет пуассоновское распределение с параметром λ, т.е. 
[image: image638.wmf]Õ

l

x

)

(

~

. Найти характеристическую и производящую функции. 


[image: image639.wmf]l

-

l

=

=

x

e

m

m

P

m

!

)

(

,  m=0,1,2,…

Если 
[image: image640.wmf]0

¹

t



[image: image641.wmf])

1

(

0

0

!

)

(

!

)

(

-

l

×

l

l

-

¥

=

l

-

¥

=

l

-

x

=

=

l

=

l

=

j

å

å

it

it

e

e

m

m

it

m

itm

m

e

e

e

m

e

e

e

e

m

t

. t=0, 
[image: image642.wmf]1

)

0

(

=

j

.

Производящая функция 
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Таблица 1. Производящие функции.

	Название распределения
	Формула для 
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	Пуассоновское
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Таблица 2. Характеристические функции.

	Название распределения
	Формула для 
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1.7.3 Свойства характеристических функций.

Свойство 1. Характеристическая функция определена для любой случайной величины. При этом 
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Поскольку 
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Свойство 2. Характеристическая функция случайной величины 
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Свойство 3. Если случайные величины 
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Свойство 4. Если М
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Замечание. Необходимо отметить, что функция распределения величины однозначно определяется характеристической функцией. Таким образом, характеристическая функция является законом распределения случайной величины.

Тема1.8  Центральная предельная теорема

1.8.1 Сходимость по распределению.
1.8.2 Обобщение интегральной теоремы Муавра-Лапласа.
1.8.3 Теорема Ляпунова.

1.8.1 Сходимость по распределению
Центральная предельная теорема.

Теорема. (Ц.П.Т.). Пусть Х1,Х2,…—последовательность независимых случайных величин, имеющих один и тот же закон распределения и конечное математическое ожидание а и дисперсию G2. Тогда при 
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N(x)—функция стандартного нормального распределения.

1.8.2 Обобщение интегральной теоремы Муавра-Лапласа
 Замечание 1. Центральная предельная теорема обосновывает тот факт, что нормальное распределение встречается в природе чаще других.

                    1.8.3 Теорема Ляпунова                                                                                                                                   Замечание 2. При больших 
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Тема1.9 КОНЕЧНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ЦЕПИ МАРКОВА

1.9.1 Определение цепи Маркова.
1.9.2 Простейшие свойства.
1.9.3 Классификация состояний. 
Литература:

1.Гнеденко, Б.В. Введение в теорию массового обслуживания/  Б.В. Гнеденко, И.Н. Коваленко. – М. : Наука, 1987, 336.
2.Малинковский, Ю.В. Методические указания по курсу ”Теория массового обслуживания” для студентов 4 курса специальности “Математика” Ч.1/ Ю.В. Малинковский, Е.А. Ковалев. – Гомель. : ГГУ, 1985 . – 26с. 

Вопросы для самоконтроля

1 Понятие стационарного распределения, эргодичности цепи Маркова.
2 Эргодические теоремы Маркова, Бернштейна, Мустафы . 
Тема1.10.СЛУЧАЙНЫЕПРОЦЕССЫ                                                                     1.10.1Определение случайной функции.

1.10.2 Случайный процесс. Марковский, стационарный процесс.

1.10.1Определение случайной функции.

· Случайной функцией называется функция X(t), значение которой при любом значении аргумента  t является случайной величиной.
Другими словами, случайной функцией называется функция, которая в результате опыта может принять тот или иной конкретный вид, при этом заранее не известно, какой именно.

· Конкретный вид, принимаемый случайной величиной в результате опыта, называется  реализацией случайной функции.
· [image: image695.emf]X  
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Т.к. на практике аргумент t чаще всего является временным, то случайную функцию иначе называют случайным процессом.
· На рисунке изображено несколько реализаций некоторого случайного процесса.

· Если зафиксировать значение аргумента t, то случайная функция X(t) превратится в случайную величину, которую называют сечением случайной функции, соответствующим моменту времени t. Будем считать распределение сечения непрерывным. Тогда Х(t) при данном t определяется плотностью распределения p(x; t).

· Очевидно, p(x; t) не является исчерпывающей характеристикой случайной функции X(t), поскольку она не выражает зависимости между сечениями X(t) в разные моменты времени t. Более полную характеристику дает функция 
[image: image696.wmf])

,

;

,

(

2

1

2

1

t

t

x

x

p

—совместная плотность распределения системы случайных величин 
[image: image697.wmf]))

(

),

(

(

1

1

t

X

t

X

, где t1 и t2—произвольные значения аргумента t случайной функции. Еще более полную характеристику случайной функции X(t) даст совместимая плотность распределения системы трех случайных величин 
[image: image698.wmf]))

(

),

(

),

(

(

3

2

1

t

X

t

X

t

X

 и т.д.

· Говорят, что случайный процесс имеет порядок n, если он полностью определяется плотностью совместимого распределения 
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Эти характеристики являются некоторыми функциями от t. Первая из них— это средняя траектория для всех возможных реализаций. Вторая характеризует возможный разброс реализаций случайной функции около средней траектории. Но и этих характеристик недостаточно. Важно знать зависимость величин X(t1) и X(t2). Эту зависимость можно характеризовать с помощью корреляционной функции или корреляционного момента.
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Пусть имеются два случайных процесса, по нескольку реализаций которых изображено на рисунках.

У этих случайных процессов примерно одинаковые математические ожидания и средние квадратичные отклонения. Тем не менее это различные процессы. Всякая реализация для случайной функции X1(t) медленно меняет свои значения с изменением t, чего нельзя сказать о случайной функции X2(t). У первого процесса зависимость между сечениями X1(t) и 
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 второго процесса, т.е. 
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, при увеличении Δt. Во втором случае процесс быстрее «забывает» свое прошлое.

Остановимся на свойствах корреляционной функции, которые вытекают из свойств корреляционного момента пары случайных величин.

Свойство 1. Свойство симметричности 
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Свойство 2. Если к случайной функции X(t) прибавить неслучайное слагаемое 
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Свойство 3. 
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 EMBED Equation.3 [image: image722.wmf]).
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· Центрированной случайной функцией 
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Очевидно, математическое ожидание центрированной функции—тождественный нуль, среднее квадратичное отклонение и корреляционная функция такие же, как и у X(t).

· Нормированной называется случайная функция 
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—коэффициент линейной корреляции между X(t1) и X(t2).

1.10.2 Случайный процесс. Марковский, стационарный процесс.

· Процесс X(t) называется стационарным в узком смысле, если плотность его распределения 
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. Если (1) выполняется для n=2, то случайный процесс называется стационарным в широком смысле.
Для стационарных процессов
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Аналогично можно показать, что 
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 также не зависит от времени t. Переходим к нахождению корреляционной функции случайного процесса:
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· Процесс X(t) называется стационарным в узком смысле, если плотность его распределения 
[image: image740.wmf])
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. Если (1) выполняется для n=2, то случайный процесс называется стационарным в широком смысле.
Для стационарных процессов
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Аналогично можно показать, что 
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 также не зависит от времени t. Переходим к нахождению корреляционной функции случайного процесса:
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· Положим 
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· На рисунке изображен график корреляционной функции одного из стационарных процессов.
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· Пусть X(t)—стационарный случайный процесс. Его корреляционная функция 
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· Теорема. Если X(t) и Y(t)—некоррелированные стационарные случайные функции, то их сумма 
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Раздел 2  Математическая статистика


Тема 2.1 Распределения Гаусса, Пирсона, Фишера, Стьюдента 


2.1.1 Основы выборочного метода.
2.1.2 Эмпирическая функция распределения.
2.1.3 Определение распределения Гаусса и его свойства. 
2.1.1 Основы выборочного метода
Задачи математической статистики.

Установление закономерностей, которым подчинены массовые случайные явления, основано на изучении методами теории вероятностей статистических данных – результатов наблюдений.

Математическая статистика разрабатывает способы определения числа необходимых испытаний до начала исследования (планирования эксперимента); в ходе исследования (последовательный анализ) и решает многие другие задачи.

Первая задача математической статистики  - указать способы сбора и группировки статистических сведений, полученных в результате наблюдений или в результате специально поставленных экспериментов.

Вторая задача МС  - разработать методы анализа статистических данных в зависимости от целей исследования. Сюда относятся: 

а) оценка неизвестной вероятности события; оценка неизвестной функции распределения; оценка параметров распределения, вид которого известен; оценка зависимости случайной величины от одной или нескольких случайных величин и др.;

б) проверка статистических гипотез о виде неизвестного распределения или о величине параметров распределения, вид которого известен.

в) установление статистических зависимостей между случайными событиями, случайными величинами или случайными процессами (регрессионный, корреляционный, дисперсионный, дискриминантный анализ);

г) управление случайными процессами;

д) планирование эксперимента.

Математическая статистика возникла в ХV11 веке и развивалась параллельно с ТВ. Дальнейшее развитие МС обязано таким видным ученым Х1Х – ХХ вв. как Чебышев П.Л., Марков А.А., Ляпунов А.М., Гаусс К., Кетле А., Дальтон Ф., Пирсон К., Стьюдент, Колмогоров А.Н., Смирнов Н.В., Нейман Ю., А.Вальд.

О. МС – наука о способах получения, сокращения, хранения и обработки информации.

В теории вероятностей по вероятностям некоторых событий находятся вероятности более сложных событий, связанных с первоначальными. По законам распределения одних случайных величин находятся законы распределения сложных СВ, зависящих от первоначальных.

Пример: Имеется  с.в. 
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. Найти закон распределения случайной величины 
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Математическая статистика позволяет получить оценку первоначальных вероятностей. Пусть Р(А)=р; N – общее число испытаний, N(A) – число испытаний, в которых появилось событие А. Относительная частота 
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 Генеральная совокупность. Выборка.

Пусть требуется изучить совокупность однородных объектов относительно некоторого качественного или количественного  признака, характеризующего эти объекты. Например, если имеется партия деталей, то качественным признаком может служить стандартность детали, а количественным – контролируемый размер детали. 

Иногда проводят сплошное обследование, т.е. обследуют каждый из объектов совокупности относительно признака, которым интересуются. На практике, однако, сплошное обследование применяют сравнительно редко. Если обследование объекта связано с его уничтожением или требует больших материальных затрат, то проводить сплошное обследование нет смысла. В таких случаях случайно отбирают из всей совокупности ограниченное число объектов и подвергают их изучению. 

О. Выборочной совокупностью или просто выборкой называют совокупность случайно отобранных объектов.

О. Генеральной совокупностью называется совокупность объектов, из которых производится выборка.

О. Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют число объектов этой совокупности. Например, если из 1000 деталей отобрано для обследования 100 деталей, то объем генеральной совокупности N=1000, а объем выборки n=100.

Замечание: Часто генеральная совокупность содержит конечное число объектов. Однако, если это число достаточно  велико, то иногда в целях упрощения вычислений или для облегчения теоретических выводов, допускают, что генеральная совокупность состоит из бесчисленного множества объектов. Такое допущение оправдывается тем, что увеличение объема генеральной совокупности (достаточно большого объема) практически не сказывается на результатах обработки данных выборки.

Для того чтобы по данным выборки можно было достаточно уверено судить об интересующем признаке генеральной совокупности, необходимо, чтобы объекты выборки правильно его представляли. Другими словами, выборка должна правильно представлять пропорции генеральной совокупности. Это требование коротко формулируется так:

выборка должна быть репрезентативной (представительной). 

В силу закона больших чисел можно утверждать, что выборка будет репрезентативной, если ее осуществлять случайно: каждый объект выборки отобран случайно из генеральной совокупности, если все объекты имеют одинаковую вероятность попасть в выборку.

Предположим, что можем производить измерения случайной величины Х.  Допустим, что в n экспериментах результаты измерений 
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  - некоторые числа.

Предполагаем, что выполняются следующие две предпосылки:

Эксперименты проводятся в одинаковых условиях;

Эксперимента проводятся независимо друг от друга.

О. Говорят, что результаты n экспериментов 
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 образуют конкретную выборку объема n из генеральной совокупности случайной величины Х, если выполняются предпосылки 1 и 2. Величину Х называют теоретической случайной величиной.

Пусть требуется произвести измерения случайных величин 
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. Если производить измерения сериями, то результаты можно записать следующим образом:
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Тогда случайные величины 
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  - абстрактные результаты измерений (т.е. результаты экспериментов до того, как мы их проверили).

Если 
[image: image778.wmf]¥
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, то можно представить себе бесконечную генеральную совокупность. Тогда Х – непрерывная СВ.

Из первой предпосылки следует, что 
[image: image779.wmf]n
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 -  одинаково распределенные случайные величины, имеющие один и тот же закон распределения, совпадающий с законом распределения случайной величины Х.

Из второй предпосылки   следует, что  
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  - независимые случайные величины.

О. Говорят, что случайные величины
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 образуют абстрактную выборку объема n,  если они независимы и одинаково распределены.

О. Функция распределения F(x) случайной величины Х называется теоретической функцией распределения или функцией распределения генеральной совокупности.

Как абстрактную, так и конкретную выборку будем обозначать одними и теми же буквами 
[image: image782.wmf]n
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 и называть выборкой.

При составлении выборки можно поступать двумя способами: после того как объект отобран и над ним произведено наблюдение, он может быть возвращен либо не возвращен в генеральную совокупность. В соответствии со сказанным выборки подразделяют на повторные и бесповторные.

О. Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего ) возвращается в генеральную совокупность.

О. Бесповторной  называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную совокупность не возвращается.

На практике обычно пользуются бесповторным случайным отбором.

На практике применяются различные способы отбора. Принципиально эти способы можно подразделить на два вида:

Отбор, не требующий разбиения (расчленения) генеральной совокупности на части. Сюда относятся:

а) простой случайный бесповторный отбор;

б) простой случайный повторный отбор.

Отбор, при котором генеральная совокупность разбивается на части. Сюда относятся:

а) типический отбор;

б) механический отбор;

в) серийный отбор.

О. Простым случайным называют такой отбор, при котором объекты извлекают по одному из всей генеральной совокупности.

Осуществить простой отбор можно различными способами. Например, для извлечения n объектов из генеральной совокупности объема N поступают так: выписывают номера от 1 до N на карточках, которые тщательно перемешивают, и наугад вынимают карточку; объект, имеющий номер, указанный на карточке, подвергают обследованию. Затем карточки перемешивают, наугад вынимают одну из них и т.д. Так поступают n раз. В итоге получают простую случайную повторную выборку объема n. 
Если извлеченные карточки не возвращать в пачку, то выборка является простой случайной бесповторной.
При большом объеме генеральной совокупности описанный процесс является очень трудоемким. В этом случае пользуются готовыми таблицами “случайных чисел”, в которых числа расположены в случайном порядке.

О.  Типическим называют отбор, при котором объекты выбираются не из всей генеральной совокупности, а из каждой ее “типической” части.

Например, если детали изготовлены на нескольких станках, то отбор производят не из всей совокупности деталей, произведенных всеми станками, а из продукции каждого станка в отдельности.

    Типическим отбором пользуются тогда, когда обследуемый признак  заметно колеблется в различных типических частях генеральной совокупности. Например, если продукция изготовлена на нескольких станках, среди которых есть более и менее изношенные, то в данном случае типический отбор целесообразен.

О.  Механическим называют отбор, при котором генеральную совокупность “механически” делят на столько групп, сколько объектов должно войти в выборку, а из каждой группы отбирают один объект. 

Например, если нужно отобрать 20% изготовленных деталей, то отбирают каждую пятую деталь.

 Замечание: Необходимо отметить, что иногда механический отбор может не обеспечить репрезентативность выборки. Например, если замена резца в станке проводится сразу после отбора каждой двадцатой детали, то обратными окажутся все детали, обточенные затупленными резцами. В таком случае можно устранить совпадение ритма отбора с ритмом замены резца.

О. Серийным называют отбор, при котором объекты отбираются из генеральной совокупности не по одному, а “сериями”, которые подвергаются сплошному обследованию.

Например, если изделия изготовлены большой группой станков, то подвергают сплошному обследованию только продукцию нескольких станков. Серийным отборам пользуются тогда, когда обследуемый признак колеблется в различных сериях незначительно.

На практике часто применяется комбинированный отбор, при котором сочетаются указанные выше способы. Например, иногда разбивают генеральную совокупность на серии одинакового объема, затем простым случайным отбором отбирают несколько серий и, наконец, из каждой серии простым случайным отбором извлекают отдельные объекты. 

2.1.2 Эмпирическая функция распределения
Эмпирическая функция распределения. 
Полигон и гистограмма.
Предположим, что имеется выборка 
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 из генеральной совокупности с функцией распределения F(x). Через Y обозначим случайную величину , принимающую значения [image: image784.emf] 
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О.   Случайная величина Y называется выборочной или эмпирической. Ряд распределения случайной величины Y называется выборочным или эмпирическим.

О. Числовые характеристики теоретической СВ Х называются генеральными характеристиками.

О. Числовые характеристики эмпирической случайной величины Y называются выборочными.

О. Генеральным начальным элементом к-го порядка называется число bk = MXk.

О. Выборочным начальным моментом к-го порядка называется число
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О. Выборочной средней называется среднее арифметическое выборочного ряда распределения, т.е. 
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О. Генеральным центральным моментом к-го порядка называется число 

mk=M(X-MX)k
О. Выборочным центральным моментом к-го порядка называется число 
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В частности,
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О. Эмпирической функцией распределения называется функция распределения выборочной (эмпирической) случайной величины Y. Обозначается эта функция:  
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 , где 
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О. Последовательность значений 
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 , называется вариационным рядом выборки.

Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка, причем 
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О. Наблюдаемые значения 
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 называют вариантами.

Числа наблюдений 
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 называют частотами, а их отношения к объему выборки 
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О. Статистическим распределением выборки называют перечень вариант и соответствующих им частот или относительных частот.

Статистическое распределение можно задать также в виде последовательности интервалов и соответствующих им частот (в качестве частоты, соответствующей интервалу, принимают сумму частот попавших в этот интервал  вариант).

Замечание В теории вероятностей под распределением понимают соответствие между возможными значениями случайной величины и их вероятностями.

В МС – соответствие между наблюдаемыми вариантами и их частотами или относительными частотам.

Пример 1 Задано распределение частот выборки объема 
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Написать распределение относительных частот.

Решение Найдем относительные частоты, для чего разделим частоты на объем выборки:
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Напишем распределение относительных частот:
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Контроль: 
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Пусть имеется вариационный ряд 
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. Найдем эмпирическую функцию распределения.


[image: image817.wmf](

)

ï

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

ï

í

ì

>

£

<

-

£

<

£

<

£

=

-

.

_

,

1

.......

..........

.......

;

_

,

1

......

..........

........

;

_

,

2

;

_

,

1

;

_

,

0

)

(

)

(

)

1

(

)

3

(

)

2

(

)

2

(

)

1

(

)

1

(

n

k

k

n

x

x

если

x

x

x

если

n

k

x

x

x

если

n

x

x

x

если

n

x

x

если

x

F


[image: image818.png]



Если n  велико, то 
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, где F(x) – функция распределения генеральной совокупности.

Таким образом, эмпирическая функция распределения служит для оценки функции распределения генеральной совокупности.

Пример 2  Построить эмпирическую функцию распределения по данному распределению выборки:
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Решение Найдем объем выборки 12+18+30=60. Наименьшая варианта равна 2, следовательно:
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Так как x=10 – наибольшая варианта, то 
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Искомая эмпирическая функция:
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График этой функции:

[image: image834.png]



Для наглядности строят различные графики статистического распределения и, в частности, полигон и гистограмму.

О. Полигоном частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки 
[image: image835.wmf]).
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Для построения полигона частот на оси абсцисс откладывают варианты 
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 соединяют отрезками и получают полигон частот.
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О. Полигоном относительных частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки 
[image: image840.wmf]).

,

(

),...,

,

(

),

,

(

2

2

1

1

k

k

W

x

W

x

W

x


[image: image841.png]Wi





Предположим, что 
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Интервал, в котором заключены все наблюдаемые значения, разбиваем на k частичных интервалов длины
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 - число выборочных значений, попадающих в i – й интервал 
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, n – объем выборки.
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Полученная ступенчатая фигура называется гистограммой относительных частот.
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О. Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиной 
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, т.е. равна сумме всех частот, т.е. объему выборки.

2.1.3 Определение распределения Гаусса и его свойства.                                                                                         РАСПРЕДЕЛЕНИЕ     ХИ - КВАДРАТ.
Пусть Xi, 
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Плотность этого распределения
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—гамма-функция; в частности, Г(n+1)=n!

Отсюда видно, что распределение «x и квадрат» определяется одним параметром—числом степеней свободы k. С увеличением числа степеней свободы распределение медленно приближается к нормальному.

 Распределение Стьюдента.

Пусть Z—нормально распределенная величина, причем M(Z)=0, G2=1, т.е. Z~N(0,1), а V—независимая от Z величина, которая распределена по закону Х2 с k степенями свободы. Тогда величина
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 имеет распределение, которое называют t—распределением или распределением Стьюдента (псевдоним английского статистика В.Госсета), с k степенями свободы. С возрастанием числа степеней свободы распределение Стьюдента быстро приближается к нормальному.

Плотность распределения случайной величины t имеет вид 
[image: image863.wmf]2

1

)

1

(

)

(

)

(

)

,

(

)

(

2

2

2

1

+

-

+

+

p

=

=

k

k

t

Г

k

Г

k

t

S

t

p

k

k

,  
[image: image864.wmf]¥

<

<

¥

-

t

.

Случайная величина t имеет  математическое ожидание Mt=0, 
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 Распределение Фишера.

Если U и V—независимые случайные величины, распределенные по закону Х2 со степенями свободы k1 и k2, то величина 
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 имеет распределение Фишера F со степенями свободы k1 и k2. Плотность этого распределения
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Распределение Фишера F определяется двумя параметрами—числами степеней свободы.

Тема2.2 Интервальные и точечные оценки

2.2.1 Задачи статистического оценивания параметров выборочного распределения.
2.2.2 Несмещенность, состоятельность и эффективность оценок.
2.2.3 Понятие точечной оценки параметра.                                              
2.2.1 Задачи статистического оценивания параметров выборочного распределения
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2.2.2 Несмещенность, состоятельность и эффективность оценок
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Вывод: 
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По определению 3 
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3. Эффективность оценки зависит от закона распределения генеральной совокупности.
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[image: image924.wmf]2
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Пусть 
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2. Проверим состоятельность оценки 
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3. Оказывается, что эта оценка является также и эффективной.

2.2.3 Понятие точечной оценки параметра. Интервальные оценки неизвестных параметров.

Пусть имеется выборка 
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 Пусть имеется точечная оценка 
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Для построения интервальных оценок американский статистик Ю.Нейман разработал метод доверительных интервалов, который базируется на идеях английского статистика Р.Фишера. 

О. Случайные величины 
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Замечание 1. Надежность P=0,9; 0,95; 0,99 выбирается близкой к единице, а 
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4.  Пусть 
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Тема 2.3  Задача проверки статистических гипотез

2.3.1 Основные понятия теории проверки гипотез.
2.3.2 Проверка гипотез о числовых значениях.
2.3.3 Проверка гипотез о равенстве средних.

2.3.1 Основные понятия теории проверки гипотез
Проверка статистических гипотез.

Предположим, что x1,…,xn – выборка из генеральной совокупности с функцией распределения F(x). F(x) может быть полностью неизвестна, тогда можно поставить следующую гипотезу: 
H0: F(x)=F0(x), где F0(x) – конкретная функция распределения. Если вид функции распределения 
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 - заданные числа. Пусть x1,…,xn - берется из нормальной генеральной совокупности. 
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Пусть известно a=0, т.е. выборка берется из 
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Подчеркнутые гипотезы называются простыми, поскольку задают единственную точку в пространстве параметров. Если гипотеза задает 2 и большее число точек в пространстве, то такая гипотеза называется сложной.

H0 – основная или нулевая гипотеза.

H1 – конкурирующая гипотеза или альтернатива.

Пример: Пусть x1,x2,…,xn – выборка из нормальной генеральной совокупности с параметрами 
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Мы будем предполагать, что одна из H0 или H1 обязательно верна.

Пусть  X- выборочное пространство, т.е. это множество возможных значений  вектора 
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, то нулевая гипотеза H0 отвергается, т.е. принимается гипотеза H1,  а если 
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не попадает в область  K, т.е.
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, то H0 – принимается.

Обычно  K выбирается следующим образом:

D=D(x1,x2,…,xn)  - некоторая функция от выборочных ранных значений, т.е. случайная величина.

Обычно критическая область K выбирается одним из следующих 3-х способов: [image: image1069.emf]1.K
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	Правосторонняя критическая область
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	Левосторонняя критическая область

	3.
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	Двусторонняя критическая область

	
	Чаще всего двусторонняя  область строится в виде: 
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О. Случайная величина D=D(x1,x2,…,xn) называется статистикой критерия.

Ошибки:

Ошибка 1-го рода возникает, если H0 – отвергается при условии, что H0 – верна.
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-вероятность ошибки 1-го рода. 
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О. Вероятность ошибки 1-го рода называется уровнем значимости критерия.

Ошибка 2-го рода возникает тогда, когда H0 принимается, хотя она неверна (т.е. верна H1).
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-вероятность ошибки 2-го рода. 
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Одновременно 
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 невозможно. Если 
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 увеличивать, то 
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 будет уменьшаться и наоборот.

Классическая постановка задачи заключается в следующем: 
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 и при этом условии K выбирают из того условия, чтобы 
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 была как можно меньше.

Чаще всего на практике выдвигается H0, а H1 не выдвигается,  и задают уровень значимости 
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=0,05; 0,01; 0,005; 0,001.
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 задают таким образом, чтобы событие, имеющее вероятность  
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 было практически невозможно. Поэтому 
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 находится K, исходя из условия, что 
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Если   
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, то произошло событие с вероятностью 
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, значит,  H0 отвергается.

Если   
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, то произошло событие с вероятностью 1-
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, значит H0 согласуется с экспериментальными данными.

О. Все критерии, построенные на таком принципе, называются критериями значимости.

Предположим, что имеется выборка x1,x2,…,xn из генеральной совокупности с неизвестной функцией распределения F(x). Предположим, что имеется гипотеза H0 : F(x)=F0(x), где F0(x) – заданная функция распределения.

2.3.2 Проверка гипотез о числовых значениях
О.  Гипотезы вида  H0 : F(x)=F0(x) называются гипотезами согласия, а критерии для проверки таких гипотез – критериями согласия.
Оценка 
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 (Fn(x) эмпирическая  или выборочная  функция распределения) является неплохой оценкой функции распределения

В качестве статистики критерия выбирают случайную величину D=D( Fn(x),F(x)), выражающую некоторую меру расхождения между Fn(x) и F(x).

Предположим, что удается найти закон распределения  D или, по крайней мере, предельный закон при 
[image: image1099.wmf]¥

®

n

.

Критическая область 
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Далее задаем уровень зависимости 
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Предположим, что H0 – верна, тогда D0-процентная точка распределения величины D, соответствующее уровню значимости 
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, то гипотеза согласуется с экспериментальными данными.

Замечание. Критерий согласия является частным случаем критерия значимости.

Предположим, что имеются 2 выборки x1,x2,…,xn1, y1,y2,…,yn2 – две независимые выборки, т.е. получены независимо друг от друга. Предположим, что эти выборки характеризуют случайную величину, определяющую размер деталей.
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Тогда имеем 2 гипотезы:
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2.3.3 Проверка гипотез о равенстве средних.
 Гипотезы сравнения.

Предположим, что x1,x2,…,xn1 и y1,y2,…,yn2 – две независимые выборки из нормальной генеральной совокупности с параметрами 
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Таким образом: 
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В качестве статистики критерия берем случайную величину 
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. Критическая область будет находиться из следующего условия 
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По лемме Фишера:
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В качестве статистики возьмем:
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По лемме Фишера:
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В качестве статистики нашего критерия возьмем 
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График плотности отношения Фишера.
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[image: image1159.wmf]a

-заданный уровень значимости.
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 Критерий проверки гипотезы о равенстве нулю коэффициента корреляции.
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Предположим, что имеется 2-мерная выборка (x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn) наблюдений случайного вектора (X,Y).

В качестве оценки дисперсии возьмем:
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MX заменяем оценкой 
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Выборочный коэффициент корреляции:
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При больших n 
[image: image1173.wmf](
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Проверим гипотезу H0: r = 0.

При этом предположении 
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По лемме о нормальном распределении 
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Критическая область выбирается из :
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Задаем уровень значимости 
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 (т.е. это вероятность ошибки 1-го рода).
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Перейдем к противоположному событию:
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Поскольку 
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, т.е. t находится по таблице функции Лапласа. Если 
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Тема 2.4  Достаточные статистики

2.4.1 Понятие достаточной статистики.

2.4.2 Критерий существования достаточной статистики.

2.4.3 Минимальные достаточные статистики.

2.4.1 Понятие достаточной статистики.

  Критерии согласия.

Предположим, что имеется выборка x1,…,xn объема n из генеральной совокупности с неизвестной функцией  распределения F(x). H0 : F(x)=F0(x), где F0(x) – заданный закон распределения (функция распределения). 

Гипотеза такого вида называется гипотезой согласия, а критерий для проверки гипотезы согласия называется критерием согласия.

 Критерий согласия 
[image: image1185.wmf]2
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- Пирсона.

В критерии 
[image: image1186.wmf]2
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- Пирсона в качестве меры отклонения теоретической функции распределения F(x) от эмпирической функции распределения Fn(x) выбирается величина 
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Обозначим через 
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- число выборочных значений, попавших в интервал 
[image: image1192.wmf](

)

i

i

z

z

,

1

-

, 
[image: image1193.wmf].

1

å

=

=

k

i

i

n

m

2.4.2 Критерий существования достаточной статистики.

2.4.2 Минимальные достаточные статистики.

Теорема (Пирсона).

Пусть 
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 – небольшое число. Если предположим, что H0 – верна, то 
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Задаем уровень значимости 
[image: image1203.wmf]a
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[image: image1205.wmf]2
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 (% точка распределения X2).

Если 
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 гипотеза H0 отвергается. Если 
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H0 согласуется с экспериментальными данными.

Алгоритм следующий:

Разбиваем всю числовую ось на k интервалов (отрезков).

Находим 
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Рассчитываем 
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)

.

1

2

2

0

å

=

-

=

k

i

i

i

i

np

np

m

c


По таблице процентных точек распределения 
[image: image1211.wmf]2
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 находим 
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Проверяем: 
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- H0 – отвергается; 
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- H0– согласуется с экспериментальными данными.

Замечание: Пусть закон распределения 
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2.4.3 Минимальные достаточные статистики.

 Критерий 
[image: image1221.wmf]2
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 Мизиса -Смирнова.

Пусть x1,…,xn – выборка из генеральной совокупности с неизвестной функцией распределения F(x). Проверить 
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В качестве меры отклонения теоретической функции от эмпирической 
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, где 
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Теорема (Смирнова). Если функция распределения F(x) непрерывна, то 
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Без доказательства.

Имеются таблицы процентных точек, позволяющие находить 
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Находим 
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 Критерий Колмогорова.

Имеется выборка x1,…,xn и H0: F(x)=F0(x). В качестве меры отклонения теоретической функции распределения F(x) берется 
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Теорема (Колмогорова).

Если F(x) непрерывна, то 
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. Имеются таблицы процентных точек распределения Колмогорова.
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- процентная точка распределения Колмогорова, соответствующая уровню значимости 
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Алгоритм:

Считаем 
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Если 
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Тема 2.5  Метод максимального правдоподобия

2.5.1 Понятие функции правдоподобия для дискретных случайных величин.

2.5.2 Понятие функции правдоподобия для непрерывных случайных величин.

2.5.3 Сущность метода максимального правдоподобия. 
2.5.1 Понятие функции правдоподобия для дискретных случайных величин.

Пусть 
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2.5.2 Понятие функции правдоподобия для непрерывных случайных величин.

Фишер предложил находить оценки 
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 принимает наибольшее значение, и являются оценками.

Введем функцию 
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 - логарифмическую функцию правдоподобия. Надо решать задачу 
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[image: image1256.png]



Выбирается то решение, которое обращает функцию правдоподобия 
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2.5.3 Сущность метода максимального правдоподобия. Пример . Имеется выборка 
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Составим систему:


[image: image1266.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

+

×

-

=

¶

¶

=

-

=

-

×

-

-

=

¶

¶

å

å

å

=

=

=

n

i

i

n

i

n

i

i

i

a

x

n

a

x

a

x

a

1

2

4

2

2

1

1

2

2

;

0

2

1

1

2

;

0

1

1

2

2

1

s

s

s

a

s

s

a

 


[image: image1267.wmf](

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

-

å

å

=

=

n

i

i

n

i

i

n

a

x

a

x

1

2

2

1

;

1

;

0

)

)

)

s

             
[image: image1268.wmf](

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

=

=

å

å

=

=

n

i

i

n

i

i

s

x

x

n

x

x

n

a

1

2

2

2

1

.

~

1

;

1

s

)

)


Тема2.6Регрессионныйанализ                                                                      2.6.1 Задачи регрессионного анализа.

2.6.2 Линейная регрессия.                                                                                                      

2.6.3Средняя квадратическая ошибка оценок регрессии.                                                2.6.1 Задачи регрессионного анализа

 Основная теорема регрессионного анализа.

Теорема (Основная теорема регрессионного анализа).

Наилучшим прогнозом случайной величины Y по случайной величине X в среднем квадратическом смысле является условное математическое ожидание 
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2.6.2 Линейная регрессия

 О. Уравнение  Y=f(X), где f(X)=M[Y|X], называется уравнением регрессии Y на X (прогноза Y по X).

Если обозначить через g(Y)=M(X|Y), то

О. Уравнение X=g(Y), где g(Y)=M(X|Y) называется уравнением регрессии X на Y (гипотеза Y по X)

О. Регрессия Y на X называется линейной, если f(X)=M(Y|X)=a0+a1X.                  (1)

О. Регрессия X на Y называется линейной, если g(Y)=M(X|Y)=b0+b1Y.

Обозначим через MX=a, MY=b, 
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 и через r коэффициент корреляции 
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Применим математическое ожидание к обеим частям уравнения (1) 
[image: image1275.wmf][
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[image: image1276.wmf])
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 Вычтем из (1)-(2’)
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Применим операцию МО еще раз


[image: image1278.wmf](
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Из этого находим постоянную 
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Искомое уравнение регрессии имеет вид: 
[image: image1281.wmf])
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Линии регрессии:

[image: image1283.png]
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 EMBED Equation.3 [image: image1286.wmf]
Коэффициент корреляции:

               r‹0 (
[image: image1287.wmf]1
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Таким образом,

r<0 ( 
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r>0 (
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Линии регрессии совпадут ( 
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 EMBED Equation.3 [image: image1298.wmf]r
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Чем меньше угол β , тем точнее прогноз, который даёт линейная регрессия.

 Выборочные уравнения линейной регрессии.

На практике, как правило, иметься только выборка. Например, (
[image: image1301.wmf]1
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Эмпирический коэффициент корреляции r является мерой тесноты линейной связи между двумя случайными величинами. С геометрической точки зрения это означает, что чем теснее располагаются точки на диаграмме рассеивания вокруг линии регрессии, тем выше абсолютная величина регрессии и наоборот. На рисунке 1-4 изображены несколько диаграмм рассеивания.
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рис.1
	[image: image1304.emf] 


рис.2
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рис.3
	[image: image1306.emf] 


рис.4


Диаграмма на рис.1 указывает на отрицательную функциональную связь 
(r=-1), на рис.2- на относительно высокую степень положительной корреляции (r≈0,8), на рис.3- умеренную степень отрицательной корреляции (r≈ -0,5), на рис.4 – отсутствие корреляции (r=0). По диаграмме рис.4 видно, что если коэффициент корреляции равен 0 , то независимо от того, чему равна величина переменной X , оцениваемая величина зависимой переменной всегда равна 
[image: image1307.wmf]y

.

Сначала  для построения диаграммы рассеивания строят корреляционное поле, т.е. наносят на плоскость все точки.

	[image: image1308.emf] 


рис.5
	Если видят , что точки имеют тенденцию к линейной зависимости , начинают строить линейную регрессию.


	[image: image1309.emf] 


рис.6
	Если же точки расположены как на рис.6, то строят параболическую регрессию и уравнение вида параболы.


Обозначим а=МХ, в=МУ, 
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       cov(X,Y)=M[(X-MX)(Y-MY)] ; cov(X,Y)≈
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Подставляя в уравнение линейной регрессии оценки, получаем:

    
[image: image1319.wmf])
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           -выборочное  уравнение линейной регрессии Y на X.
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            - выборочное уравнение линейной  регрессии X на Y.

2.6.3Средняя квадратическая ошибка оценок регрессии.                                                
Метод наименьших квадратов.

Эти уравнения можно получить методом наименьших квадратов:
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Метод наименьших квадратов или метод Гаусса сводиться к тому, что коэффициенты 
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нужно искать из того, что сумма квадратов ошибок стремиться к минимуму, т.е. 
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Для этого составляется функция  F(
[image: image1327.wmf]1

0

,

a

a

)=
[image: image1328.wmf]min

)

(

2

1

0

1

1

2

®

-

-

=

å

å

=

=

i

n

i

i

n

i

i

x

a

a

y

e

.

Берутся частные производные от F(
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 и приравнивают их к 0.
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 EMBED Equation.3 [image: image1333.wmf].
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Составляется система из 2-х уравнений с 2-мя неизвестными, откуда и находятся 
[image: image1334.wmf]0
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Следовательно, получаем уравнение линейной регрессии Y на X:    
[image: image1338.wmf]x
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Тема 2.7  Планирование и анализ эксперимента

2.7.1 Задача планирования эксперимента.

2.7.2 Модель объекта.

2.7.3 Выбор факторов. Полный факторный эксперимент. 
2.7.1 Задача планирования эксперимента.

Дисперсионный анализ.

Опр: Дисперсионным анализом называют статистический метод анализа результатов измерений, зависящих от различных одновременно действующих факторов.

Ограничимся рассмотрением простейшего случая, когда действует один фактор. Пусть, например, выборка разбита на r групп, причем i-я группа содержит 
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 Предположим, что все указанные величины распределены нормально и 
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 EMBED Equation.3 [image: image1342.wmf]2
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, j=1,…,
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Нам нужно проверить гипотезу, согласно которой  
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В физической постановке эта задача выглядит так:  одна и та же величина a измеряется r различными приборами, имеющими одинаковую точность. Нас интересует, имеют ли приборы различные систематические ошибки. В рассматриваемом примере исследуется влияние одного фактора( прибора) на погрешность измерения. Введем следующие обозначения:  
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Групповые средние 
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являются несмещенными и состоятельными оценками величин 
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Если все 
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одинаковы, то общая средняя не должна сильно отличаться от групповых. В противном случае разброс 
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относительно 
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должен быть более значительным. Представим общую, или полную, сумму квадратов отклонений:
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в следующем виде:  
[image: image1356.wmf]Q

=
[image: image1357.wmf]2

1

Q

Q

+

         (2)   ,             где  


[image: image1358.wmf]1

Q

= 
[image: image1359.wmf],

)

(

2

1

x

x

n

i

r

i

i

-

å

=
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Равенство (2) следует из (1), если воспользоваться формулами:
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Опр: Сумму 
[image: image1363.wmf]1
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 называют суммой квадратов отклонений “между группами” , 
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- суммой квадратов отклонений “внутри групп”.

По лемме Фишера величина   
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 , следовательно, 
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    степенями свободы.

Можно показать, что если 
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имеет распределение Фишера с r-1, n-r состояниями свободы. Величина (4)  может быть использована для проверки гипотезы о  равенстве математических ожиданий
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. Если эта гипотеза верна, то 
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 являются состоятельными оценками одной и той же случайной величины 
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 и, следовательно, близки между собой, а величина 
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 различны, то 
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 сближаются с разными математическими ожиданиями:
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и, следовательно, сумма 
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 должна принимать большие значения. Независимо от предложения о равенстве 
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 ,знаменатель в (4) остается оценкой σ².  Это означает, что при увеличении расхождения между 
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 величина (4) в среднем должна принимать большие значения. Статистический критерий формулируется следующим образом: если  
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 отвергается. Здесь С определяется по таблице распределения Фишера с уровнем значимости 
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 Методы расчета сводных характеристик выборки.

                                         Условные варианты.

Предположим, что варианты выборки расположены в возрастающем порядке, т.е. в виде вариационного ряда.

Опр: Равностоящими называют варианты, которые образуют арифметическую прогрессию с разностью h.     

Опр: Условными называют варианты, определяемые равенством    :
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где С- ложный нуль ( новое начало отсчета) ; h- шаг, т.е. разность между любыми двумя соседними первоначальными вариантами( новая единица масштаба).

Упрощенные методы расчета сводных характеристик выборки основаны на замене первоначальных вариант условными.

Покажем, что если вариационный ряд  состоит из равностоящих вариант с шагом h , то условные варианты есть целые числа. Действительно, выберем в качестве ложного нуля произвольную варианту, например 
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Т.к. i и m –натуральные числа, то их разность i-m=
[image: image1394.wmf]i

u

-также целое число.

Замечание 1.  В качестве ложного нуля можно принять любую варианту. Максимальная простота вычислений достигается, если выбрать в качестве ложного нуля варианту, которая расположена примерно в середине вариационного ряда( часто такая варианта имеет наибольшую частоту).

Замечание2.  Варианте, которая принята в качестве ложного нуля, соответствует условная варианта, равная 0.

Пример: Найти условные варианты статистического распределения:
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[image: image1397.wmf]<

Выберем в качестве ложного нуля С варианту 33,6( она расположена в середине вариационного ряда). Найдем шаг h=28,6-23,6=5. Найдем условную варианту:
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                    Аналогично получаем     
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=2. Видим, что условные варианты – небольшие целые числа. Оперировать с ними проще, чем с первоначальными вариантами.
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   Обычные, начальные и центральные эмпирические моменты.

Для вычисления основных характеристик выборки удобно пользоваться эмпирическими моментами, определения которых  аналогичны определениям соответствующих теоретических моментов. В отличие от теоретических, эмпирические моменты вычисляют по данным наблюдений.

 Опр: Обычным эмпирическим моментом порядка к  называют среднее значение к-х степеней разностей   
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где 
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- наблюдаемая варианта, 
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-частота варианты, n=
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 -объем выборки, С-произвольное постоянное число( ложный нуль).

Опр: Начальным эмпирическим моментом порядка к называют обычный момент порядка к при С=0
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В частности     
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т.е. начальный эмпирический момент первого порядка равен выборочной средней.

Опр: Центральным эмпирическим моментом порядка к называют обычный момент порядка к при  
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Например,  
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т.е. центральный эмпирический момент второго порядка равен выборочной дисперсии.

  Условные эмпирические моменты. Отыскание центральных моментов по условным.

Вычисление центральных моментов требует довольно громоздких вычислений. Чтобы упростить расчеты, заменяют первоначальные варианты условными.

Опр: Условным эмпирическим моментом порядка к называют начальный момент порядка к , вычисленный для условных вариант:
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В частности,
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Таким образом, чтобы найти выборочную среднюю, достаточно вычислить условный момент первого порядка, умножить его на h и к результату прибавить ложный нуль С.
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По определению, условный момент к-го порядка
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Отсюда                           
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Таким образом,  чтобы найти обычный момент порядка к , нужно условный момент того же порядка 

умножить на  
[image: image1419.wmf]k
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. Выборочная дисперсия вычисляется по формуле:
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2.7.2 Модель объекта.

            Метод произведений для выборочной средней и дисперсии.

 Метод произведений даёт удобный способ вычисления условных моментов различных порядков для вариационного ряда с равностоящими вариантами. Зная условные моменты, нетрудно найти начальные и центральные эмпирические моменты. В частности, методом произведений удобно вычислять выборочную среднюю и выборочную дисперсию. Целесообразно пользоваться расчетной таблицей, которая составляется так:

в первый столбец таблицы записывают выборочные (первоначальные) варианты, располагая их в возрастающем порядке;

во второй столбец записывают частоты вариант; складывают все частоты и их сумму (объем выборки n ) помещают в нижнюю клетку столбца;

в третий столбец записывают условные варианты  
[image: image1421.wmf]h
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, причем в качестве ложного нуля С выбирают варианту, которая расположена примерно в середине вариационного ряда, и полагают h равным разности между любыми двумя соседними вариантами; практически же третий столбец заполняется так: в клетке строки, содержащей выбранный ложный нуль, пишут 0 ; в клетках над 0 пишут последовательно -1, -2, -3 и т. д., а под 0 – 1,2, 3 …;

умножают частоты на условные варианты и записывают их произведение 
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в четвертый столбец; сложив все полученные числа, их сумму 
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помещают в нижнюю клетку столбца;

умножают частоты на квадраты условных вариант и записывают их произведение 
[image: image1424.wmf]2

i

i

u

n

в пятый столбец; сложив все полученные числа, их суму 
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 помещают в нижнюю клетку столбца;

умножают частоты на квадраты условных вариант, увеличенных на единицу, и записывают произведения 
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в шестой контрольный столбец; сложив все полученные числа, их сумму 
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помещают в нижнюю клетку столбца.

2.7.3 Выбор факторов. Полный факторный эксперимент.                                                                                     Замечание1.     Целесообразно отдельно складывать отрицательные числа четвертого столбца (их суму 
[image: image1428.wmf]1

A

записывают в клетку строки, содержащей ложный нуль) и отдельно положительные числа ( их сумму 
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 EMBED Equation.3 [image: image1431.wmf]
Замечание2.      При вычислении произведений 
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5-го столбца целесообразно числа 
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четвертого столбца умножить на 
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Замечание3.      6 столбец служит для контроля вычислений : если сумма   
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окажется равной сумме 
[image: image1436.wmf]n

u

n

u

n

i

i

i

i

i

i

+

+

å

å

2

2

(как  и должно быть в соответствии с тождеством 
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 ), то вычисления проведены правильно.

  После заполнения таблицы и проверки правильности вычислений, вычисляются условные моменты:
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И вычисляют выборочные среднюю и дисперсию по формулам:


[image: image1441.wmf],

*

1

C

h

M

x

+

=

b

                    
[image: image1442.wmf][

]

2

2

*

1

*

2

)

(

h

M

M

D

-

=

b

.

Пример:   Найти методом произведений выборочную среднюю и выборочную дисперсию следующего статистического распределения:
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Составим расчетную таблицу:

записываем варианты в первый столбец;

запишем частоты во 2 столбец; сумму частот (100) поместим в нижнюю клетку столба;

в качестве ложного нуля С=11,0 ; в клетках пишем цифры от -4 до 5;
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находим, сумма отрицательных чисел 
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находим, умножая 3 на 4 столбец, сумма чисел столбца (383) –в нижней клетке;
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-6  контрольный столбец; сумму597 чисел столбца помещаем в нижнюю клетку столбца.

Контроль:  
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Вычислим условные моменты 1 и 2 порядков:
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      Шаг h=10,4-10,2=0,2

Искомые выборочные:
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